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I. 



ittheilungen 

. von dem 
Herrn Doctor Stern 

zu Göttingen. 



. ». 



Aus den Acta soeietotis seien tiaru m Fennicae T. 1. 
Auszug aus einer Abhandlung des Hrn. Prof. v. Schulten. 

tm aus zwei Seiten «, b und dem eingeschlossenen Winkel C 

eines, ebenen Dreiecke« die dritte Seite c zu linden, nimmt man 

2l // «£.sin \C 
gewöhnlich die Formeln tg x= a _ h ,,. 



cos & 



;.'f 



Man kann aber folgende Formeln ahu*enden, die mehr Bequemlich- 
keit darbieten. Nennt man nemlich .die halbe Differenz der zwei 
anderen Winkel <p, so ist bekanntlich 



tg y=rr£-— g cftt}C,, : , 1), , i.r.m 

Die Formel < 

' 'T , ic=^ ^7/*-W/ cos CT' 1 ' 

kann man aber vermittelst der bekannten Helaiiouen 

cos» iC-h>siu 3 {Cts=A 

cos? IC— sin 2 «Cs=cos C 
ia folgende verwandeln : i, , , . tniit ■ ipmi 

c±=\/[aHc<** ^H-sin*^C)-^^{cosV|C-|-sin» 

-2«£(cos* sinM^H 
= cos' + 6)* sin' 

also 

Theil III. . 1 
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oder 



c=(a-\-6) sin cot'^...3) 
Aus 1) folgt aber 



also 



oder 



( "» * i ' • • f 

* ' «... , t • 



^ (a-A) cos ß 

sin y. " * *• i 



CO.S (f ' 



Um zu bestimmen, in welchen Falten man der Gleichung b) oder 
der Gleichung 7) den Vorzug zu geben hat, setze mau die Glei- 
chungen 1), 6) und 7) unter folgende Form: 

lg tg <p=slg(«r — h) — lg («-f-£)4-lg cot $C=za 

lg c = lg(« - 6) -h Ig cos i C- lg sin 9 = ß - Ig sin Y * 

lg c=lg(«-f-£)-f-lg sin \ C— lg cos 9> = j> — Ig coa f 

wo das Zeichen lg sieb auf die gewöhnlichen Logarithmen besieht 
Differenziirt man, und setzt den Modulus 0,43i . . ."=**, so erhält 

^ ^=da 



sin ip cos f 

d lg c — dß — md<p cot <p = — da cos* y .' 
lg c = dy-\-md(p tg y =■ dy -\- da sin* $p 

Bezeichnet man nun durch rfc<* n dhß iy z±zy x die bekannten 
Gränzcn der kleinen Fehler, die möglicherweise bei der Bestim- 



mung von 6t, p, / negangen sinu utm ouren i Xi c 2 aie davon an- 
hängenden Gränzen der bei Bestimmung vom lg e begangenen Feh- 

dieser Werth durch die Formel 6) oder die For- 



ler, ]C nachdem dieser Werth durch du 
mel 1) bestimmt worden ist, so hat man 

/.rrir^+a, COS 3 <p) 

Da man nun ß % = y i setzen kann, x so ist l % > /, oder J, <""/, , je 
nachdem sin* y^>cos a y oder sin* 9><!cas 2 y ist, d. b. jp nach- 
dem 9^45° ist. 



u lt 
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The London, Edinburgh and Dublin pkilosophi cal 
magazine, Oct. 1841. 

Bemerkung zu einer Stelle [in Poisson's TraUe* de 
mecaniqur von James Booth, Professur der Matkeai. in 
Bristol College. 

Bei der Bestimmung der Hauptdrehungsnxen eines Körpers be- 
merkt Poisson, dass eine Hauptaxe, die durch den Schwerpunkt 
geht, auch eine solche für jeden Punkt M, den man längs dieser 
Linie annimmt. Wenn er aber hinzusetzt, dass die zwei anderen 
Huuptaxen ihre Richtung ändern können, je nachdem der Punkt 
sich ändert., so scheint dies auf einem lrrtbum zu beruhen. Seine 
Worte lauten (T. 2. p. 91): 

„Les integrales que cette equation renferme pourront ehan- 
ger 'de valeur avec la position du point 0; en sorte que Ie 
long de Taxe 0% % les deux autres axes principuux ne seront 
pas en genernl paralleles a eux meines*" 
Bei Poisson beisst die Gleichung, durch welche der Winkel 
$ bestimmt wird, , 

-••I • _/*•'•* 'V* i V* 

(cos* D— sin 1 2)) fjtydm+nn$> cos 2) (/ae*dm— /y*<Jm)=Q 

weiche aber in folgende einfachere verwandelt werden kann: 

%fxydm ' 

Von den drei Coordinaien ;v, y, % des Elements dm ist aber % 
die einzige, welche sich ändert, wenn der Punkt % längs der Axe 
der x fortrückt. Da aber der obige Ausdruck für den Werth von 
tg 2&) unabhängig von % ist, so fingt hieraus, dass der Winkel £ 
coostant ist, d. h. dass die Hauptaxen für jeden Punkt längs der 
Linie sich parallel bleiben. — Herr Booth beweisst alsdann diesen 
Satz auch noch auf direktem Wege. 



II. 

Bestimmung des Schwerpunkts eines Polygons 
aus den Coordinaten seiner Ecken. 



1 ; .. 



Von 



'.> 

I Ii 



Herrn T. J. Eschweiler 

Director der höheren Bürgerschule in Köln a. R. 



» « ■ i. 



Der Abstand des Schwerpunkts eines beliebigen . Dreiecks von 
einer in seiner Ebene angenommenen geraden Linie ist bekannt - 
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lieh dem dritten Titeile der Summe der Abstände seiner drei Reken 
von dieser Linie gleich. Nun seien (Taf. I Flg. I.) A x A 2 A t .. t A H 
die Eckpunkte irgend eines Polygons vdn n Seiten, und dasselbe 
sei durch Diagonallinien , die alle von A x ausgehen, in Dreiecke 
gctheilt. Die Altsrissen jener Ecken , in Beziehung auf zwei in 
der Ebene des Polygons willkührlich angenommene und auf ein- 
ander senkrechte Coordinaten - Axen seien, der Ordnung nach, 

die Ord nateu derselben p l ff 2 ?h . . . y«, so ist die 
Abscissc des Schwerpunkts von A A X A 2 A 3 = -i(.r, -f- x 2 -f- arA, 
sein Flächeninhalt (<l. i. Trapez P 2 A 2 A i P i — Trpz P 2 A 2 A X P X 
-^Trnz P x A 1 A 3 P t )= 2 {t/ 2 -\-y 1 ) (x t — x 2 ) — {(y 2 -H/,) {x x —xA 
— \(y x ■+■ y,) (5» — *J = i(9i(*s ~ */[-+■ — ^1) 

-■^.VsC^i — *J»Ji 'daher das Produkt beider, oder das Moment des 
&A x A 2 A t s=± H-äJ, -f- ar a H-vr,) fy.f.z-, — — x x ) 

H~ yj^i *~ ^»Jli Cücn 80 * 8 * das Moment des ^A x A t A 4 

u. s. w. bis zum Moment des ^A x A n —\A n , welches 

=±{x x -\-x n -\+-x tl ) (y, (^T/i-i— x n )^y n -\\x n ^x x l —ar m -i)]. 

Addirt man diese Produkte so zusammen, dass Alles, was mit ein 
und derselben Ordinate multiplizirt ist, vereinigt wird, so erhält 
man als 'Summe der Momente aller Dreiecke: 

— *n) O, -\- r 2 ~i-x n )-t±i/ 2 (x s — x x ) (x 2 -\-x t -t-x x ) 

-t-y,(^4 — .^») -t-^ 3 )-r- • 

!+- — Xn-i) [x„ + ^Pn-i)J 

oder in kürzerer Bezeichnung: ^2" t yi(xx+i-xi—-i)(xi^i-t-xt-\-xt+.i) i 
wo für /• alle ganzen Zahlen von 1 bis n zu setzen sind °) Der 
Flächeninhalt des ganzen Polygons ergieht sich, wenn man auf 
gleiche Weise die obigen Ausdrücke für den Inhalt der einzelnen 
Dreiecke addirt, 

=i[yi(^a— ^/»)H-y 3 (^»— ^,H-y»U\— +y*<*»— ^n-i)J 

oder kürzer: {-«.yx^M-i — 1). 

Dividirt man nun jene Mnmcntensurnme durch diesen Flächeninhalt, 
so erhält man für die Akscisse X des Schwerpunkts des ganzen 
Polygons den Ausdruck: 

, 2" x f/i f.r<4-t — ) Uvc— 1 -+- .r* -f- -vi+ib . 

welcher zur Berechnung dieser Ahscisse die einlache Regel enthält: 
„Dlnn multiplizire die Ordinate des mittlem von 
„je drei aufeinander folgenden Eckpunkten des 
„Polygons mit der Differenz der Abscissen der 
,, beiden übrigen und addire sämmtliche Produkte; 
„multiplizire dann jedes von diesen noch mit der 
..Summe der Ahse issen aller drei genannten KckeD, 
,,uud addire auch diese Produkte; dividirc endlich 



* 1 1 , . ■ 1,11 



•) Dabei ist für x 0 . . . . Xn, für Xn+\ . . . x x su nehmen. 
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„die erste Produkteusumme in die letztere, so ist 
„der dritte Theil des erhaltenen Quotienten die 
„Abscisse des Schwerpunkts." 

Der Ausdruck für die Ordinate Y dieses Punkts folpt gleich 
aus dem der Abscisse durch blosse Vertauschung der x und y, also 

Y== , *iiyi+\ — y<— i) (yt—i -+- y* + yw ) 

<si T * ^,^+1-^-1) 

Die Nenner beider Ausdrücke sind identisch. 
Beispiel. Für ein Sechseck sei gegeben: 

5, y, = 12, so ist y,^, -.*.) = + 12. 1=4- 12; 
*, = 14, y 2 = 19 -,.*(*, — «,)=+ 19. .15 = + 285; 
.r, =20, v. — 1 I y t (^ 4 — .*,) = + 14. 15 = + 210; 

* 4 = 29, y 4 = 17 y 4 (^,-^,) = +17.13 = + 221; 

=33, y,= 6 yjar, — ar 4 ) = — 6.16 = — 96; 

= 13, y. = 2 *(*,-*,)=- 2.28 = - 56; 



+ 576 

■ i 



12(*r 6 + *,+.*,) = + 12.32 = + 884 
285(^, +^, + ^,) = + 285 . 39 = + 11115 
210(^r, + x x + jr 4 ) = + 210 . 63 = + 13230 
22i(^r, + a\+ & % ) = + 221 . 82 = + 18122 

— 96(^r 4 + ar t +jr 8 )= — 96.75 = — 7200 

- 56(.r, +.*,+,*,) = - 56.51 = — 28 56 

+ 3279a. 

*• ''.**« * • ' > • fi 

Daher die Abscisse des Schwerpunkts = | . -™ = 18,978 . . 

17400 ' 

die Ordinate ergiebt sieb eben so = \ . -^r-= 10,069 



. ii , • s . . : i . ... • • J . 

... . • , • i.- . .».•'< 



. ' • : ' »i II t| », 

. . * . •• * » • > I .».:. • 

• • * ■ • % ■ /Ii 



' - • '» • j. . •» 

II 
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«•■»II . • • . . . 



» • 11 



Digitized by Google 



III. 

Bestimmung des Schwerpunkts im sphärischen 

Dreieck. 



, _ . Von dem 

Herrn T. J. Eschweiler 

Dlrecjor der höheren Bürgerschule in Külrt a. K. 




Der Abstand des Schwerpunkts irgend einer Fläche von einer 
angenommenen Ebene wird bekanntlich dadurch gefunden, dass man 
die Summe der Momente aller Elemente jener Fläche in Beziehung 
auf diese Ebene durch die Summe dieser Elemente selbst, d. b. 
durch den Inhalt der ganzen Flache dividirt* »~ 

Nun 
Schweri 

Dieses Dreieck sei durch Bogen grösstei 

gehen, wie r. B. in demente erster Ordnung, diese wieder 

durch Bogen kleiner Kreise, deren Ebenen. alle auf AO senkrecht 
stehen, in Kiemente zweiter Ordnung getheilt. F sei der Mittel- 
punkt eines dieser kleinen Kreise, und dieser schneide den Bogen 
AD in so ist das hei E liegende Element zweiter Ordnung als 
ein unendlich kleines Rechteck zu betrachten, dessen wf AD lie- 
gende Seite (wenn man AOz=EO=l, £ AOE=cp setzt) =<fy 9 
die andere Seite aber (wenn 4= r.//> = w) = sin gp . (Ao, so dass 
die Grösse dieses Elements selbst — sin <p . dy> . du). Der Abstand 
des Punktes (oder Elements) E von der auf dem Radius AO senk- 
rechten Ebene HOK ist OF= cos y, daher das Moment des Ele- 
ments bei E in Beziehung auf diese Ebene =sin <p cos 0 . dg> . du). 

Dieser Ausdruck ist nun, um ihn auf die ganze Fläche des 
Dreiecks auszudehnen, zweimal zu integriren, indem dabei zuersY 
<jp, dann üj als veränderlich betrachtet wird. Die erste zwischen 
den Grenzen 0 und AD ausgeführte Integration giebt das Moment 
des Elements erster Ordnung ADD, die zweite Integration, zwi- 
schen 0 und 5. CAD ausgeführt, giebt das Moment des ganzen 

Dreiecks ABC. Es ist nun ^s»n y . cos <p . dp = ^ain 2y . d(2<p) 

= Const — {cos 2$p; und dieses Integral von y = 0 bis g>=zAD 
genommen, giebt — cos 1AD) oder £(sin AD)* , so dass also 
das Moment des Elements ADD' in Beziehung auf die Ebene HOK 
= Ksin AD)* .dw. 

Um diesen Ausdruck von Neuem zu integriren, ist es zweck- 
mässig, statt üj und des davon abhängigen Bogens AD, den Bo- 
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&^en CD als veränderliche (Grösse einzuführen. Zu dem Ende sei 
Seite BC=a f AC=b, AB = c, £ BAC=za, ABC=ß, 
ACBz=zy gesetzt; nach einer bekannten Relation ist im sphäri- 
schen Dreieck AßC\ cos b cos y= sin b . cotg CD— sin / «• cot g, ft>, 
daher, wenn man differenziirt: sin^ sinw 2 .//(C/>)=ain^.8inC , /^ 2 .</a;, 
oder da sin CD : sin ^ZJ = sin o> ': sin auch sin b sin / H{CD) 
=r(sio AD)* . ifto, folglich das zu integrirende Moment des Cle- 
ments ADD 1 — Jsio b sin y . d(CD), Das Integral hiervon giebt: 
{sin // sin / . CD -f- Const. und wird dasselbe von 0 bis C7?=«, 
als Grenzen für CZJ, ausgedehnt, so ergiebt sich als Moment des 
münzen Dreiecks ABC 

£«r . sin b sm 

Setzt man den sphärischen WinkeJexcess dieses Dreiecks, d. i. 
a-hfi-t~y — JT=:e, so ist für den Halbmesser 1 auch der Flächen- 
inhalt des Dreiecks =<?, folglich der senkrechte Abstand seines 

Schwerpunkts von der auf OA senkrechten Eb c n c HOK = * S ' " ■ — 

oder auch, da sin £ : sin c = sin /? : sin y f derselbe Anstand 

a sin c sin Ä ... * • j et 

r= - c . Eben so ist der Abstand des Schwerpunkts von 

einer durch 0 gehenden und auf dem Radius OB senkrechten 



b sin a sin 



E bct , e _. -»"■-'"■ r ^ " s,n " sl " c ; en dlicU die Entfernung die- 
ses Punktes von einer durch 0 senkrecht gegen OC gelegten 
Ebene = — — — = — . Hierdurch »st die Lage des 

Schwerpunkts völlig bestimmt und kann auf folgende Weise leicht 
construirt werden : . , . r . •.«.. 

ABC (Taf. I. Fig. 3.) sei das gegebene Dreieck, DEF das 
polare oder reeiproke; die Kugelhalbmesser OD f OE, OF stehen 
also auf den respectiven Ebenen BOC, AOC, AOB. so wie die 
Halbmesser OA, OB. OC auf den Ebenen EOF, FOD, DOE 
senkrecht. Auf OD sei ein Stück 0/» genommen, dessen Länge 
sich zu OD(±=\) eben so verhält, wie die Seite BC (oder a) zum 
doppelten Ueberschuss der Peripherie eines grössten Kreises über 
die Summe der drei Seiten des Polardreiecks EDF, (oder, was 
dasselbe ist, dem doppelten tjeberschuss der drei Winkel des Drei- 
( ecks ABC über zwei Rechte, also, nach obiger Bezeichnung, zu 2*, 

wodurch OP=.^. Desgl. seien auf OE und OF von O an die 

Stücke OQ und OB so genommen, dass 2e:b=:OE: OQ, 

1e : c= OF : Ofi, wodurch OU = £-, Otts***. Wird dann 

ülier diesen drei Stücken OP y OQ und OB, die sich demnach wie 
a: b : c verhalten, ein Parullelepipedum construirt. so wird die 
dem Mittelpunkt der Kugel 0 gegenüberliegende Ecke p dieses 
Parallelepioedums der Schwerpunkt des Dreiecks ABC sein. 

Denn da AO auf der Ebene EOF senkrecht steht* -diese 
Ebene aber der Ebene PO parallel ist, so steht AO auch auf die- 
ser letztern Ebene senkrecht, und wenn daher AO diese Ebene im 
Punkte p trifft, so ist Op dem senkrechten Abstände des in dieser 
Ebene liegenden Punkts O von der Ebene EOF gleich. Pa nun 
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das Dreieck 0/> bei p rechtwinkelig ist, so ist Op^OP.ct»%DOA\ 

nach obiger Construction ist aber OP=z^ uod im sphärischen - 

Dreieck ADB, worin BD = W°, ist cos AD oder cos AOD 

= sin AB cos ABD = ain c siu ß, dalier Opz=z r ; 

daher liegt der Schwerpunkt in der Ebene PG. Auf gleiche Art 
wird bewiesen, dass er in den Ebenen QG und RG liegt; er ist 
also der Durchschnittspunkt G dieser drei Ebenen. 

Du sio c sin ß die Länge des von ./ auf die Ebene BOC%%- 
fällt Lothes uusdrückt, so kann man auch noch auf folgende Art 
verfahren. Auf AO nehme mun das Stück Op= der vierten Propor- 
tionale zu 2c, a und dem aus . / auf die Ebene BOC gefällten Lotb, 
lege hierauf durch p eine auf AO senkrechte Ebene; auf gleiche 
Weise verfahre man auf den Halbmessern Z/O und CO; so erhält 
man drei auf diesen Halbmessern senkrechte Ebeuen, dieselben, wel- 
che in der vorigen Construction die Ecke G des Parallelepidums 
bildeten und deren Durchscbnittsnunkt G, also der Schwerpunkt ist. 

Will man die Luge dieses Punkts durch schiefwinkelige Coor- 
dinaten in Bezug auf die drei Ebenen BOC, AOC % ÄOB be- 
stimmen, so denke man sich durch G eine der BOC parallele, 
daher auf OD senkrechte Ebene gelegt. Das von ihr auf OA von 
O an abgeschnittene Stück ist die mit OA parallele Coordinate 
des Punkts G\ sie sei durch x bezeichnet; das von derselbeu 
Ebene auf OD von 0 an abgeschnittene Stück ist a: . cos AOD. 
Projizirt man auf dasselbe drei von 0 bis G aufeinander folgende 
Kanten des Parallelepipedums, so erhält man: 

x . cos AOD = OP+- OQ cos EOD+ OB cos FOD oder 
x sin c sin ß = Y e ~ cus r ~~ Te c08 ** dö,,er 

^ '-iZTÄ r 1 ' ° der ' WeD ° m0n Symmetrie wegen 
das constante Produkt aus dem Sinus einer Dreieckseite uud den 
Sinus der beiden anliegenden Winkel: 

sin a sin ß sin ^ = sin b sin a sin y = sin c sin a sin ß = A" 
setzt: 

sin a . "... a\ * » . • 

sc=—j£ {a — 6&\ny c cos ß); eben so ist 

y=2^(£ — c cos a— a cos y), zz=—j£ (c— a cos/J — b cos a). 

Die Entfernung V/ des Schwerpunkts G vom Mittelpunkte der 
Kugel, d. i. die Diagonale OG des vorhin zur Construction ange- 
wandten Parallelepipedums, ist nach einem bekannten Lehrsatze 

= l/(^ Ja -t- OQ 2 -f- Tj/Ö+ZOP . OQ cos POQ 

+ 10P . OH cos POR + IOQ . OB . cos QOR). 

Substitnirt man hierin die vorhin angegebenen Wcrthe von OP, 
OQ, OB, so kommt: 
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d=^/ a* -f-£ a -4-c* — 26c cos a — 2ac cos 0 — cos y. 

Ilm endlich noch die Winkel zu bestimmen, welche der durch den 
Schwerpunkt sehende Halbmesser der Kugel mit den Halbmessern 
OA, OB, OC macht, betrachte man das bei p rechtwinkelige 
Dreieck OpG\ dasselbe giebt Op = OG . cos AOG oder 

T^-r—^d. cos AOG, woraus cos ^00==— — ; eben so 

ist cos BOG=z 2e f^ u ß , cos ^OG^^~^. Diese Cosinus 

sind also direct den Seiten und umgekehrt den Sinus derselben 
proportionirt. 

Der Schwerpunkt einer von einem sphärischen Dreieck be- 
kränzten Kugelpyramide ergiebt sich aus dem Obigen sehr leicht. 
Er liegt auf der geraden Linie, welche den Mittelpunkt der Kugel 
mit dem Schwerpunkte jenes sphärischen Dreiecks verbindet, aber 
um den 4ten Theil dieser Linie dem Mittelpunkte näher als der 
Schwerpunkt des Dreiecks. 

' 1 !■• 

*• • • • ff t I I 



• . i ... 



V 



C » 



IV. 



Ueber die rekurrirende Bestimmung der Ber- 

Lliselien Zahlen. 



I i.V 



" *' . Von 
Herrn O. Sehl ömi Ich 

zu Wien. 



• • •• 



• • • " • Li'- 1 

»•** I • '• I • ..»'•■ ■ \ ' ' , . ii' i(i 

• ' '.1 •■ » ■ ' . >>'i r . • *.'»•• 

..'»•.;., > §• I. „i, 



Weun man die bekannten Formeln 

V' •• ... . ■ ' 8 

Log sio d/ = Log w-f-Log (1 — ^)-f-Log (1 - —3) 

... 1 . . > • 

..+Lo g (l-^) 

Log cos ^ü)=Log(l— ^) + Log(l-^7)-|-Log(l— ^)+... 
nach to differenzürt, so erhält man leicht die beiden Reihen: 



1« 

1 . 10 t w „ w _ . /, » 



Zieht man die erste Gleichung von der zweiten alt. nachdem man 

N COS (U 

diese mit 2 multipiixirt bat, und bemerkt, dass cot w ==^-^, 

1 — COS CÜ 



laD ^ ~ sin 5 lst ' 80 k . ommt: 

I » w v tu 

* • * ■ * 

Diesen schon bekannten Summirungen lässt sich eine sehr vor- 
teilhafte Seite abgewinnen. Drückt man nämlich dieselben Reihen 
durch bestimmte Integrale aus, >o gelangt man, weil jene Summen 
schon bekannt sind, zur Kenntniss einiger bestimmten Integrale, 
welche sich unbestimmt nicht angeben lassen, und die sich hernach 
zur Entwickelung mehrerer rekurrirenden Eigenschaften der Ber- 
noullischen Zahlen sehr nützlich erweisen werden. 

Zu diesem Zwecke erinnere ich an die bekannte Intcgralformel : 



iä • tr\ »s\ — ^ stn"AW — h cos hft ,~ 
er-^B sin ZtOflO = ~*~ Const ' 



Nehmen wir 0 = <x, 0 = 0 und subtrahiren beide Werthe, so er- 
giebt sich das bestimmte Integral 

Für * = 



f 



t £=#i7r, // = u)\/ — I geht dasselbe in das folgende über: 



worin das Imaginäre nur scheinbar ist, und sogleich verschwindet, 
wenn man den Sinus durch Exponenzialgrössen ausdrückt. In- 
dessen werden wir doc h diese Schreibart der Bequemlichkeit wegen 

beibehalten und l/~ 1 kurz mit i bezeichnen. Betrachten wir die 
rechte Seile der Gleichung, so findet sich, dass dieselbe nichts An- 
deres ist, als .das allgemeine Glied der Reihen (1), (2). (3). Giebt 
man also dem n die »Verthe, die es dort hat, und addirt alle Glie- 
der auf die nämliche Weise, wie es in jenen Reihen geschieht, so 
drückt man die nämliche Reihe durch eine Reibe bestimmter Inte- 
grale aus, die sich aber sehr leicht in eines zusammenziehen 
lassen. . , . 

1) Nehmen wir zuerst »=1, 2, 3, 4, . . ., und addiren sämmt- 
Iiche Glieder mit positivem Zeichen, so bekommen wir auf der 
rechten Seite die Reihe (1), für die wir gleich ihre Summe setzen 
wollen; also: 

4- /"V*© sin wi0d&^-~ f"e-™* sin m&d& 

1 I.O 
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-1 1 

Da aber diese Integrale den gemeinschaftlichen Faktor y and 
gleiche Gränzen besitzen, So können wir dieselben so vereinigen: 

1^0 + ^8+^+. 1 sin wi&dQ = g — icot w. 

Weil nun 0 eine positive Grösse ist, so bleibt er- n 9 ein achter 
Bruch, und die eingeklammerte Reihe lässt sich nach der Formel 



, , , . x ■ i ^ ~ i 

, , ac -+- -J- j __~> ~r- 1 *^ * 

summiren. Die Summe ist nämlich: 

' a—nf) t 1 

. . 1 — e flfi e*tf — 1 

also: . # . •»•;'. ' ' ' 

1 /"«sin l ' ' " 

Schreiben wir noch 20 für ©, für oi, so ist 

' i , • • ■* • • • 

2) Eben so leicht ist es die Reihe (3) in ein bestimmtes Inte- 
gral zu verwandeln. Man nimmt wieder in (4) »=1, 2, 3, 4. . . . 
addirt aber alle Glieder mit wechselnden Zeichen. So erhält man 
ganz ähnlich wie vorbin: >,.•■»•' ■ 

A- I \e- n *— e^H-t-tr-V*— ......] sin wi0rf0 = icosec cu— — . 

i/o 

Die Summe der eingeklammerten Reihe ist » h v 



mithin ftHch: > 



3J l^ihr 4ie Reihe (2) setzen wir in (4) »srL, 3, 5 . . . und 
addiren alle Glieder mit positiven Zeichen. So wird; 

4 f*[e^Q + e^"BH--***+^.\ sin Wf€W0=itan {«. 



Nach der Formel 

ÜC -\- X x «2?* -f- — t _ +*^>^^>— 1» 

findet sich als die Summe der Reihe unter dem Integralzeichen: 

e-*B 1 

«we — a— «©' 

i r» sin medB \ 
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, Wenn mau für 0, 2w für w schreibt: 

1 » sin m9d& ' •» 
T n- = ^taü « (7). 



! #. n. 

Mittelst der eben gefundenen bestimmten Integrale ist es nun 
leicht, für irgend eine Bernoullischc Zahl mehrere Integrale anzu- 
geben, indem mun nämlich beide Seiten von (5), (6), (7) pach Po- 
tenzen der willkührlichen Constante w entwickelt., was auf der 
rechten Seite mittelst der Bernoullischen Zahlen bewerkstelligt 
wird, und dann die Coefficieuten gleicher Potenzen von w in eine 
Gleichung stellt. 

1) So haben wir aus (5) 

iJo e WG — l~ jr 1.2.3,/ü c2ie_i+ 



1.2. 3 (2n — l)t/o e*Kt — l 

1 1 . m „ - üi* 



< i 



• • • 



Vergleichen wir nun die Koeffizienten von ü) 2 *^ 1 , so ergiebt sich 
auf der Stelle 

2) Entwickeln wir ebenso die Gleichung (6), so läuft die linke 
Seite ganz so, wie im vorigen Falle; rechts fängt die Reihe für 

jcosec w mit ^ an, welches sich gegen — hebt, und die allge- 
meinen Glieder sind: 

• 1 .2.3...(2»-l) / o e*G+l UDd 1.2.3.... »» 
folglich durch Vergleichung: 

'«Gin-ld* _ 2^-1-1 ( \ 

3) Endlich giebt die beiderseitige Entwickelung von (7) die 
allgemeinen Glieder: 

also wieder durch Gleichsetzen der Koeffizienten: 



/ o 



■ &2>*-ld9 22«{22«— 1) 



71 1f " hfi 



(10). 
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Diese bestimmten Integrale für eine beliebige Bernoullische 
Zahl bieten den Vortheil dar, dass sie den Index 2n — 1 als Expo- 
nent enthalten und es dadurch leichter wir*!, den gegenseitigen 
Zusammenhang mehrerer auf einander folgenden Zahlen zu ent- 
decken. 

Wollte man die Nenner jener Integrale in Reihen verwandeln 
und die Integration eines einzelnen Gliedes nach bekannten Eigen* 
schnften der Gammafunktionen ausführen» so würde man das schon 
bekannte Resultat finden, dass die Bernoullischen ZaJileu die rezi- 
proken geraden Polenzen der natürlichen Zahlen summiren. Frucht- 
barer ist es, die Zähler jener Integrale in eine Rechnung zu ver- 
flechten, wie die nachfolgenden Paragraphen zeigen. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit den Formeln (5) und (8), 
welche wegen der Gleichheit der Nenner zusammengehören, 

1) Wir multipliziren beide Theile von (5) mit der Constante 
4sin o>, welche wir unter das Integralzeichen thun, und zerlegen 
das doppelte Sinusprodukt in eine CosiuusdifTeienz, so dass wir 
erhalten 

cos (I — t'9)<a — cos (1 -f- iB)(o ,~ 2sin . 
j = c „t S1 „ o, 

2sin ü> IA i \* « 

= (1 -f- cos w). 

Ol ' 



i J o 



Entwickeln wir beide Ausdrücke in Reihen, welche nach Potenzen 
von ui fortschreiten, so sind die allgemeinen Glieder 

2(- pitM» (-iv»ü>2" 

1.2.3 (2» -f- 1) 1.2.3 (2ti) 

und weil die Koeffizienten von öj 2 » einander gleich sein müssen 
2_ s** {\-i9)i«-i\+ieytn o 2n-l 

Es ist aber 

(1 - 1 0)2» - ( | + «0)2« = -#i[(2») t 0 - (2»),0» -f- (2«),0* — 

wobei (2/#),, (2/*),, . . . die Binomialkoeffizienten ungerader Stelle 
für den Exponenten 2n bedeuten. Substituiren wir diess und be- 
zeichnen den Nenner des Integrals kurz mit N, so wird* 

Jedes dieser Integrale lässt sich Aber nach (8) ausführen, und so 
erhalten wir: ms . i 



Digitized by Google 



14 

-M~ l^^-W-i^i = ~]. .., (11). 

2) Eine zweite ganz ähnlich gebildete Eigenschaft der Ber- 
noullischen Zuhlen ergebt Bich so. Wir multipliciren (5) mit 
4eos tu und zerlegen wieder unter dem Integralzeichen: 

2 /'»sin (l-f-rfe)o> — sin (1 — «O)o* 2cos <o 

TJo ^Fö=Tj ^ 0 = -^ cos w 

... . « , , 

2cos ai 

= cot iOi-4-sio w. 

Verwandelt man beide Seiten in Reihen, so sind die allgemeinen 
Glieder 

7 * i.2.3..(2»-i) */o #zw=l * UDd 

2 (— l)»tu2n-l 2oia»-l (— 

• 1 ; 2 . 3 . . . . (2*1)"*" 1 . 2 . 3 ... (2n) I,2n - 1 1 . 2 . 3 . . . . (2* — 1) 



folglich durch Vergleichung der Koeffizienten von wl 2 *— ^ 

7/0 ^e^l ^^I+H^Äk-i+I 



Ferner ist: 

(1 -f- t®) 2 *- 1 — (1 — t@)2»-i 

* =2i[(2^-l) l ©~-(2 Ä ~l) I 0'-f.(2»-l) t 0*- 

+ (-l)»-«<^-l)*_,ö*-i] 

also, wenn wir diess in das Integral substituiren: 

• ••+(- 1J-+H2» - 1)2.-1 • y 0 A 



Bestimmen wir den Werth jedes dieser Integrale nach (8), so er- 
giebt sich u . 

(2»- - J(2i.- 1),Ä, -4-1(2» -.).*, .......... 

1)-«1(2» - l^B^r = ^ -+- (- lJ-H-ii/?^.,. 



Dabei heben sich die mit 2?2*-i behafteten Glieder und die Reihe 
bricht .also bei dem Gliede (-l)»^ ri (2ü~l) 2 ^,^3 ab. Schrei- 
ben wir daher « + 1 für u, so ist nun \n n«»' 
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(2« -4- l),ß, - 4(2» -+- -+- K2* -t- l)i ....... 

. . . + (- 1)^2» + = jj^j. . . . (12) 



Diese Eigenschaft der Bernoullischen Zahlen ist der (11) ganz analog, 

auch in so fern , als £~ -j '= S esetzt werden kann. 

Es lassen sieb daher beide Gleichungen an zusammenfassen: 



wobei die obere Reibe fiit cid gerades, die untere für ein ungern- 
des m gilt. 

... - ' * iv... • .... ;* v . • ' . ' 

Auf gleiche Weise soll nun auch die Formel (6) mit Rücksicht 
auf (9) bebandelt worden. 

1) Multiplicirt man (6) mit 2 sin w und zerlegt unter dem In- 
tegralzeichen das doppelte Produkt, so kommt,: ^ ■ 

... . I -/*- cos (l^i&u-cw (1+10)* - ' sin o) 

i/o «"0-4-1 ffty—i w . i 

Die beiderseitige Bntwiekeluog nach Potenzen ?e«i w giebt die 
allgemeinen Glieder: 

T ' 1 . 2 . 3 . . . , (2») /o e*S+,l *** BDd ^" ! ; 

(-l)«-4-lq)2/t 

folglich: 

*• 2. /» » (1 — te)2^— (i t S)2» ' 1 

/ . i/o 1 ö 2»-t-r 

.; . .... i .u«.^ ••, j . i t r : . .. l 

Entwickeln wir die Potenzen unter dem Integrals&etchen und be- 
zeichnen den Nenner kurz mit V . so ergiebt sich ganz ähnlich 
wie in §. III. 1): 

Aus (9) findet sich aber der Werth jedes einzelnen Integrals, und 
so hat man: 

2—1 2* — I 2 g 1 

— i-V*»)r#i — — — (*'*)»^» ,j fi») : fß* — 



• • • | • • • • 



...+(- l)-" 22 " ^ '( a»)».-!«».-» =P ^rr- . . . 

2) Durch MaltiplikatioD mit Sees a> erhalten wir. km (6) . • , 
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1 f »sin (1 -f. i 9)u — sin (1 — i9)to ^ cos to 

T./o ^ÖTI <M = cot u> — . 

Daraus fressen durch Verwandlung in Reiben die allgemeinen 
Glieder: 

1 (— lV»4-lfa>2n-l r oe f 1 _|_ jQ)1n-\ — (1 — »9)2n-l 

t* 1.2.3 (2» — l)./ 0 ^^-f-l rfW und 

.-• SM**"-?* Ä (— 1)«+1ü>2«— 1 



1 . 2 . 3 . . . (2n) W . 2 . 3 (2«)' . 

folglich: 

oder, wenn man die Potenzen wie in §. Hl. 2) entwickelt und den 
Nenner mit M bezeichnet: 

... + (-l)^i(2«-l) ta - 1 .2/*^,/0=i ; [l + (_l)^.i? !1 ._ 1 l. 



0 

Führt man jedes dieser Integrale nach (9) aus, so ist: 
^(2»-l) 1 Ä,^^(2»-l),2?,+^(2.-T)i,Ä.- 



o2n 1 1 1 



2n« 

Nimmt man auf beiden Seiten die mit B± n \ behafteten Glieder zu- 
sammen und schreibt dann // + 1 für n. so stellt sich diese Rela- 
tion unter folgender Form dar: 

?=1(2«+1), /?,-^i(2* f |-lJ,Ä 1 - + ^i(2«+l), B. - 

■ ...+{^l}^~i2H- i -l) 3 ,,- 1 B 2 ^ 1 } (15) 



1! ; 1 . • r.^ Ho 



■ 

f. V. -.ff; 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung des letzten Paares zu- 
sammengehöriger integrale, nämlich (?) und (10). \ : 
1) Durch Multiplikation mit 2 sin w entsteht aus (7) 

l-l ^»cos (1 — ie)w — cos (l-f-t'e)oi 
Y /* 5 5T^ ü — — — —<IQ — tan w sin w 

0 • * 

. '*• II» 

= sec w — cos ü). 

Bekanntlich lässt sich nun sec w in folgende Reihe verwandeln 
worin B ot B %y ß„ . . . gewisse Koeffizienten bedeuten, welche 
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Es sind 

ti& und 



einige Analogie zu den Bernoullischen Zahlen besitzen, 
die allgemeinen Glieder der Reiben: 

ci.a.t.... (2»)/ ^ 

.# ..'r..' 1 Z»2.3..*12») 1 .2 . 3 . . . . (2n) . , f •■ , . .. 
folglich: 

-r Ä* j^— — ■ (lOz=(— l) n B2n ~ 1. 

Entwickelt man wieder die Potenzen unter dem Integralzeichen und 
bezeichnet den Nenner mit L, so ist nun : 



» "•• 's' '"./ 



(*•). • - ( 2 ->. • */*."nr +•<»»>. • 2 /* - • • • • 

...-+-(- l^'Cä»)^, . 2 f'^j^ = 1 - (- l)"Ä2, 

= 1 -f- (- 1)-+!^. 
raus sich vermöge der Formel (10) sogleich ergiebt: 

2 -^W.-^W.*+^W.- 



...-M- 1 ■%»)»—■ «2—1 =H-(- (16) 

* 2) Multipütirt man (7) mit 2cos »^so' Wir 1 ^ 

•V"'i >* ,la (i + ~ sjn (1 4 1/0 = sin » 

^ o « — « 

Daraus entspringen die allgemeinen Glieder der Reihenentwicke- 
lung: 

i_ (- pii+ift^f i » (l + tep»-i - (i - i^) 2?i ~ t M . 

i ' 1.2.3 (2t»— 1) / ^JL e unu 

« 2 — « 2 



1 . 2 . 3 . . . , (2it I— 1) ■ 

und so die 



Diese giebt durch Entwickelung: 

Tbcii in. 2 
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/ , • 

und durch Ausführung aller Integrale nach (10) 

Die bisher entwickelten Eigenschaften der Bernoullischen Zah- 
len, welche gar nicht bekannt zu sein scheinen, enthalten die Auf- 
lösung der Aufgabe von der rekurrirenden Bestimmung jener Zah- 
len; und zugleich führt die Formel (16) die Berechnung der Se- 
kantenkoeffizienten auf die der Bernoullischen Zahlen zurück. 

Die Anzahl der Rekursionsformeln für diese Zahlen Hesse sich 
noch vermehren , indem man die bisher gefundenen Formeln durch 
Addition und Subtraktion combinirte. ßiess will ich aber über- 



gehen, da die Ableitung dieser Relationen leicht ist und ohnediess 
zu weniger einfachen Resultaten führt. 



V • 

Ueber den Schwerpunkt des körperlichen See- 
tors eines Ellipsoids mit drei Achsen. 

% Von 

Herrn Lieutenant von Seydütz 

im Königl. Preuss. 8ten (Leib-) Infanterie Regiment. 



Aufgabe I. 

(Welche als Einleitung zur zweiten Aufgabe dient). 

Es ist ein Ellipsoid mit drei Achsen a , b und c wel- 
che den rechtwink Ii eben Coordinaten X, V, Z entspre- 
chen, gegeben. AS (Taf. I. Fig. 4.) sei der Schnitt 
durch den Mittelpunkt O, winkelrecht zur Coordinaten. 
ebene XZ . MT sei ein anderer zu derselben Ebene wjn- 
kelrechter Schnitt durch den Punkt Ö,~in der Entfer- 
nung OQ = a: von O. Es soll der Schwerpunkt des kör- 
perlichen Sektors 3JNQOLA bestimmt werden, dessen 
Centriwinkel 3fQA =z KOL = a igt. 

•H J'.iT 
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* 



Die Coordinaten des zu bestimmenden Schwerpunktes * zu den 
respektiven Achsen seien: \ 

' OD = a?, DU=y\ 8Ü=x* 

so wird auch dasselbe a? des Schwerpunktes des Körpers MKST 
sein, der zwischen den beiden Schnittellipsen liegt, und es ist 
daher nach einer bekannten Entwickeluug: 

* — 4 ' 3«« — ar* . 

Die Fläche sei gleich ,F und die Coordinaten des Schwer- 

punktes von F seieu y" uud *'„ so ist: 



« ■ 



fi/'Fda:=ztfj F<la:> 



Kben so: 

* = fFte « 

Bezeichnen wir in Taf. 1. Fig. 5., welche die Schnittellipse AfT 
vorstelle, die halbe grosse Achse durch und die halbe kleine 
Achse /IÖ durch /?, ferner* durch 9 den ttogen für den Radius 
= 1, welcher dem Winkel HQM entspricht (f/Q=zQM und JV/> t 
deren Verlängerung HQ in /if schneidet, winkelrecht auf MQ), so 
ist nach Lehren der analytischen Geometrie . 

F=\yßy (3) . 
F= Fläche NPM{F,) + ^NQP{F„).. ; 

Bezeichnen wir die Coordinaten t und #„ // der Schwerpunkte 
«, und # /; der Flächen F, und jP,, mit y, und //,,, so ist 

fF=y,F l + y„F„ 

Nach den Lehren der Berechnung des Schwerpunktes ebener 
Flächen folgt, wenn wir einstweilen m als Anfangspunkt der Coor- 
dinaten betrachten und MP mit a:, ferner AP mit y bezeichnen: 

9)F , = ™Z^ (4) 

y„F„ = £ (y-x) (5) ' 

rr^ W-'r + C (r -*) (6) 

Statt ar, y — QP=y—y cos y gesetzt und statt y, JVP=:ß sin 9 *) 

und diese Werthe in die Gleichung (6) substituirt, giebt: 

■ • 

\ s . . . 

- - . * t * 

•) Schlägt man nämlich um Q (Taf. I. Fig. 6.) mit der kleinen halben 
Achse RQ, einen Kreis, so schneiden sich die Peripherie dieses Kreises, 
die Winkelrechte iV» und der Radius HQ, in einem Punkte o (laut 
analytischer Geometrie) 

op = NP 

= 0* sin WIM 
= £ sin 

v 
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ßß . ... 

-j {2y-\-y cos f) (y — y cos y)* -f-/5 a sin . y cos 9» 

«- • 

Dies giebt nach gehöriger Auflösung 

Bezeichnen wir nun eben so die Coordinaten #i und ^(// der 
Schwerpunkte s, und mit *, und *„, so ist 

Nach denselben. Annahmen wie bei den Gleichungen (4) und (5) 
folgt: 

*,F, = yF,-£zr, 
F/ = iyß(<P — i s,n 2 SP)> noch Lehren der analytischen Geometrie. 
*,F,==ir*fify--} sin 2y)-^y« (9) 

Für und y die Werthe y — y cos y und ß sin y substituirt, 
giebt nach gehöriger Auflösung: < 

Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse AKBS (Taf. I. 
Fig. 4.) folgt: 

MQ = yr=^\/{a*-a;*) 
und aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse ARU Ii 

Diese Werlhe in die Gleichungen (7) und (11) substituirt, giebt: 

~(« a - x*)ßyKo*— x*).(\ - cos y) 
tfF=~ — r ; 

= fö( 1 - cos 9») W 1 (13) 
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uuu euen so: 

' 1 *"F==0 sin <p\/(a*-a:*y (14) 

3g 4 / » ito 

(Man sehe Meyer Hirsch Integraltafcln pag. 155.) , ; 

fy = ( M - Me > er Hirscb i Dte & raUafeln * m ) 

f Fdx = f \ipf4* = &/ >* ~ 
Es ist mitbin nach Gleichung (1) 

W ~ »es r) K^— -*~ ^Wc - **> ->- 3 -r ™ *» *< 

Eben so ist oach JGleichung (2) 

2c sin y i ( gl^£!-K S -f!)^/( 0 --x')H- 3 f a,c „in « j 

* /== : " ~T *\ 

Zayxia- — y) 

Wird in (15) und (16) .r = 0, so erhält man, nachdem man 
Zähler und Nenner durch x dividirt hat: 



?/= ü> t( 4 + 8 I " 



3«* 

-— arc sin .r 

-i, 



T arc 81 11 x _ _0 _ 3^ 

^~ — 0 — 8 * 
= 2*1 -cos») (17) 



und ehen so: 



Die Gleidingen (17) und 18 sind mit (8) und (12) zu yer« «die* 
Bs ist aber wohl zu. beachten , dass der Werth von V in (17 i und 
(18) ein anderer ist, als in (8) nnd (12), mdcm y eine bunktion 



Wird in (16) « zu «, also' der entsprechende Winkel = 180°» 
mithin auch Winkel « = 180», so winf »' = 0. Wird zu In, 



■ 
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also auch Winkel « = 360°, so wird *' ebenfalls =0. Werden 
endlich < P und a mit a> gleichzeitig = 0, so erhält man aus (18) 

, 0 — . 2 /IDA 

%'z=-= je (19). 



Aufgabe II. 

• 

Den geometrischen Ort des in Aufgabe I. gesuchten 
Schwerpunktes i zu bestimmen, wenn Winkel a zwi- 
schen den Grenzen 0 und 360° sich stetig ändert. 

Taf. I. Fig. 7. stelle die zur Koordinatenebene XZ (Taf.,1. 
Fig. 4.) rechtwink liehe Schnittellipse vor, die von dem Mit- 
telpunkte O des Ellipsoids um .r' (siehe Aufgabe I.) entfernt 
ist, so wird die zu bestimmende Curve in der Ebene dieser Ellipse 
liegen, so lange ar als constaot betrachtet wird. Der geometrische 
Ort wird aber eine Curve doppelter Krümmung werden, weqn a: 
mit a gleichzeitig als variabel eingeführt wird, wenn a: z. B. alle 
Werthe von 0 bis a durchläuft, während a zwischen den Grenzen 
0 und 360° sich stetig ändert. 

Wir betrachten hier x aber nur als constant. Dann wird der 
Ausdruck: 

( -7 f- —)x{/(a* — x 2 ) -h — arc sin x 



! Z 8 8 <* 

.2 -O 



ax{a 2 - ^) 



(Siebe (15) und (16) der Aufgebe I.). 

Es sei nun # (Taf.l. Fig. 7.) der Schwerpunkt, der in der Aufgabe I. 
bestimmt ist und der dem Winkel EDF=a entspricht, #Cund CD 
seien die Coordinaten y> und W. sDC sei = 1? und sD = t/, 

so ist: 

<1) tf 8 ini ? = y / = 2 ^ (1 ": C0S y) 3 (Siehe Aufgehe I. Formel (15)) 
(2) »' cos f] = »' = ^^-^ 3 (Siehe Aufgabe I. Formel (16)) 



COS 1J 

%' . 24(1 - cos y) 
f = ^ 8,n * = 3^ 3 

4(1 — COS ff>) cos » 

. "»" = Fli^ 

4(1 — cos y) y/(l — sin y 2 ) 
c sin <p 

• * 4'(l-cos gV (1-sin g ») 

sin »7* = — V ^ 

1 c* sin 

Hieraus den Werth für sin rj 2 bestimmt giebt: 

t 4*(1 -f. cos <p* — 2cos y) 

sin n c% s . n y i + ^a(i + cos y »_2cos y) 
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A 7 (l — cos 9>) 3 



c* sin y 3 -f-£*(l — cos tf ) 



I (3) 



^(1 — cos y) 

8,0 n — \/\c* sin 9» 4- - cos y )* j W 

Aas Formel (1) folgt: 

• ' j — cos y) ts 

. Sy sin 17 

Hierin den Werth von sin q aus Formel (4) gesetzt, giebt 

\* siny»-f-A'(l-cos (&) 

■ 

(4) und (5) bestimmen die Curve vollständig, die nach der Form 
dieser beiden Gleichungen im Allgemeinen eine Spirale sein wird. 

Nehmen wir a: = U an , so wird der constante Faktor 3 == 1 
und dann bestimmen die Gleichungen (4) und (5) die Curve, die 
der Schwerpunkt eines Ellipsensektors L,OK (Tat'. I. Fig. 8.) be- 
schreibt, wenn «, also auch 9, von 0 bis 360° sich stetig ändert. 
Wir wollen (4) und (5) für & = 0 noch einmal neben einander 
stellen: 

. b{\ — cos y) 

sin n — yy^ 8 ln ?<-+-A*(l— cos y)*| W 

,_2V> 3 siny»'-M»(l— cos y)»{, - 
" ~ 3y" Pi 

0 2 

Wird 9 = 0, so wird auch 17 = 0, wird dann = — = y <?. 
(Vergleiche hiermit Formel (19) der vorigen Aufgabe). 
. Wird <jp = Tj-, also 9 = 90° === a, so wird nach (6) 

/rVT . sin rj = Folglich 17 s 

Hai hin man daher OK fTaf. !. Fig. 8.), errichtet in dem Halbi- 
rnngspunkte B eine Winkel rechte, bis diese die Linie HK in & 
schneidet, und verbindet man G mit 0, so ist GO ein geometrischer 
Ort für den Schwerpunkt s des Ellipsensektors ff OK. 

t/ wird für 9 90° nacb Formel (7) - • : 

• 7» • 71 TT • ° * 

Wird 9 = 7r=180°, so wird sin 17 = 1, folglich i/ = 90°, 

; \h 
fi — — — 

Wird y = 22r = 360°, so wird . 
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0 / = O. 

r' wird eio Maximum für (p — 0. 

Nehmen wir nun an, u, also (p wachse über 360° hinaus, 
gp werde z. B. zu <f -\--:c, so wird die Deutung dieser Annahme 
folgende sein: 

Die ganze EllipsenOäche KS (Taf. I. Fig. 8.), die wir hier als 
ein Körperdifferential ansehen, und die dadurch entstanden ist, 
dass et alle Werthe von 0 bis 360° durchlaufen hat, habe eine ge- 
wisse Dichtigkeit /). so wird, wenn et zu a -\- %n wird, der Sektor 
Lt-OK, der dem VVinkcl et entspricht, von noch einmal so grosser 
Dichtigkeit sein, als der übrige Theil der Ellipse. Hat a alle 
Werthe von 2jt bis l7r durchlaufen, d. h. ist die 2te ganze Drehung 
vollendet, so wird der Sektor LOK abermals zur ganzen Ellipsen- 
flächc geworden sein, die nun aber die Dichtigkeit ~f) hat. Wird 
« zn « + 4jt, so wird der Sektor JLOK, der dem Winkel et ent- 
spricht, eine Dichtigkeit haben, die sich zu dem übrigen Theile 
der Ellipse verhalt wie 3 : 2. Nach Vollendung der 3ten ganzen 
Drehung wird die ganze Ellipsenfläche nur die Dichtigkeit 3ZJ 
haben, u. s. w. 

Wird et zu et-f-27T, so wird auch rp zu y-f-2^, und es bleibt 
in Formel (6) sin r\ ungeändert, in der 2ten Seite der Gleichung 
(7) ändert sich nur der Nenner. 

Bezeichnen wir deu Vektor (0) während der 2ten Drehung 
(9>+2k) mit #(2), den Vektor während der 3ten Drehung ($pH-4tf) 
mit 0(*) u. s. w., so verhalten sich: 

, rfi), 0(2), rO), 

umgekehrt wie die Glieder der Reihe 

y, 4P-r-2*j 9-t-6w, 9 ■+» 2(« ■ — 

Z. B. 

: y(D = (p : y -f- 2jf 

0(1) q + 2n J ftl 

. . w(2) — y — tp ' 

Wird hiernach y = = 45°, so wird: 

0(2) — -1-0(1). 



Wirdy=|- = 90°, so wird: 



0(2) = y 0(1). ' 



Wird 9 = jr = 180», sü wird: 

«,(»=-U(W. ... 

» 

Wird y = 2;r = 360°, so würde hiernach 0(2) =—0(1) werden, 
nach^Forrael (7) werden aber beide Vektoren =0. Es kommt also 
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pß), je mehr y sieb 360° nähert, dem Werthe von — die Win- 
kel anch immer näher, bis auf eine Differenz, die kleiner ist, als eine 
noch so kleine anzunehmende Grösse. Ist <jp=0, so wird der Expo- 
nent des Verhältnisses, vW:vW, unendlich gross, M 2 ) macht demnach, 
während <p sich stetig zwischen den Grenzen 0 und 360° ändert, alle 

Werthe zwischen den Grenzen von — t/O) und 4" durch. 

et Z 

Folgende Tafel giebt die Verbältnisse von #(2), »W, #(*).... 
zd t'O) tür gewisse Werthe von <p; sie wird ein ungefähres Bild 
davon geben, auf welche Art sich die verschiedenen Vektoren bei 
den respektiven Drehungen verändern. 

Tafel I. - 

■ 

Werthe in Theilen von trft) 





t>(2) 




vW 




«;(«) 




1 


1 


1 


1 


1 


17 


33 


49 


05 


Wn— 15 


y = 45° 


1 


1 


1 


1 


1 


9 


17 


25 


33 


Hn — 7 


y = a = 9ö° 


1 


1 


1 


1 


1 


5 


9 


13 


17 


\n — 3 


» 

y = a = 180° 


1 


1 


1 


1 


1 


3 


5 


7 


9 


2n — 1 


Kommt bei der Annähe- 
rung von y zu 360° un- 
endlich nahe dem 
Werthe 


1 

o 


1 

3 


1 

4 


1 

5 


1 

n 



Tafel II. 



Verhältnis der Dichtigkeit des Sektors zu dem übrigen Theile 

der Ellipse. 



Während der 


Während der 


W r ährend der 


Während der 


Uten Drchutig 


2ten Drehung 


3teu Drehung 


ttten Drehung 


1 : 0 


2 ; 1 


3 : 2 


n : n — 1 



Nach diesen beiden Tafeln und mit Hülfe der Gleichungen (4) 
und (5) der Aufgabe II. lässt sich der Schwerpunkt des von den 
beiden Schnittellipsen MT und KS (Taf. 1. Fig. 4.) eingeschlosse- 
nen Körpers bestimmen, wenn der Sektor MfiQOLK aus einer 
speeifisch schwereren Masse besteht, als der übrige Theil des Ktfr- 
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pers, und wenn das Verhältniss der beiden Dichtigkeiten sich auf 
eins der in Tafel II. angegebenen Verhältnisse zurückführen lässt. 

Der Sektor entspreche z. B. dem W. 9p =45° und bestehe aus 
Piatina, während der übrige Theil des Körpers aus Gold. Die 
Dichtigkeit des Piatina zur Dichtigkeit des Goldes verhält sich wie 
235 : 193, was * dem Verhältnis« von 5 : 4 ziemlich nahe kommt. 
Diesem Verhältniss entspricht nach Tafel II. die 5te Drehung und 
der Vektor In Tafel I. suche man nun den Werth von /•<■"' 1 in 

Theilen von »CD für <jp==45° 

^) = ^i). 

Wir können hiernach indessen nur den Schwerpunkt des in 
Hede stehenden Körpers bestimmen, weun der Exponent des Ver- 
hältnisses der Dichtigkeit ( D ) des Sektors zur Dichtigkeit (D) des 

J) n 1 

übrigen Theiles des Körpers =-^= — — ist, wobei n irgend 

eine ganze Zahl bedeutet. Zur Bestimmung des Schwerpunktes 
für jedes beliebige andere Verhältniss der beiden Dichtigkeiten zu 
einander diene folgende Betrachtung. 

Hat der Sektor gleiche Dichtigkeit mit dem übrigen Theile des 
Körpers, so wird der Vektor (») während jeder (aten) Drehung =0. 

f »00 = 0, wenn ~=I;" 

Ist die Dichtigkeit des übrigen Theils des Körpers =0, so 
verschwindet eben dieser übrige Theil, es bleibt der Sektor allein 
zn betrachten übrig, also : 

»00 = e>( 1 ), wenn ~ = 0. * 

•~ , - . 

D 

Es ist nun offenbar, dass »00 eine Punktion von -p ist, und dass 

zwischen den Grenzen von ^ = 1 und 2^=0, »00 sich stetig zwi- 
schen den Grenzen 0 und c*D ändert. 

Hiernach und aus der Anschauung der beiden obigen Tafeln 
folgt: 

Für f = « = I8O0 ist c;(») = ^~tKi)=/(§ == ^) 



« =9°° » =tS=i* > ~*& =B V) 

... 

. . Für , = 45» „ = g^- 7 f(§ = 

Setzen wir statt 1, «; so wird 7s =0 und »00 für alle Werthe 

« - • • • « - . . " - - ^ ...... . . *." . . 

von © = »(!). 

Setzen wir statt 1, 0; so wird §; = 1 und »00 für alle Werthe 
von cp = 0. 

Setzen wir nun statt 1, x; so wird: 
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Für y = « = 180 V rf«) = äJ—^ (1, =/(^) 



Füry = 4$<>, *rf») = £^irfi)=f(^) u. s. w. 



Behalten* wir aoser obiges Beispiel mit dem Piatina und Golde bei, 
so können wir jetzt den Schwerpunkt des ganzen Körpers so ge- 
nau bestimmen, als das Verhält niss der Dichtigkeit des Piatina 
zum Golde 235: 193 genau bestimmt ist, indem wir » = 235 und 
r = 235 — 193 = 42 setzen. Dann ist: 

Für 9 - 45», *W = s . m *t 7 . n M»= ^ 



• VI. 

Berechnung der Grundzahl der natürlichen Lo- 
garithmen, so wie mehrerer anderer mit ihr 
zusammenhängender Zahlwerthe. 

Von 

Herrn Prof. C. A. Bretschneider 

in Gotha. 



Die numerischen Constanten der Arithmetik haben in neuerer 
Zeit durch ihren Einfluss auf die Berechnung der begränzten Inte- 
grale einen höheren Werth erhalten , als man ihnen früher zu- 
schrieb, und es ist daher doppelt nuthwendig geworden, die wich- 
tigsten derselben auf eine grosse Reihe von Decimalstellen mit 
vollkommenster Sicherheit zu Kennen. Gleichwohl ist diese Forde- 
rung nur bei einer einzigen dieser Zahlen, nämlich bei der Zahl 
n< in aller Strenge erfüllt Der Werth derselben ist durch wie- 
derholte Berechnung bis auf 150 Decimalen sicher gestellt und 
jedes grössere Tafelwerk pflegt einen diplomatisch genauen Ab- 
druck derselben zu enthalten. Nicht eben dasselbe kann man von 
den übrigen arithmetischen Constanten sagen, und schon die der 
Zahl TT so nahe verwandte Grundzahl e der natürlichen Logarithmen 
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lässt Zweifel über ihre absolute Richtigkeit zu. Fast alle 
mathematischen Tafelwerke haben die üble Gewohnheit, in einem 
Anhange die Zablwerthe der am häufigsten- vorkommenden numeri- 
schen Constanten aufzufuhren, ohne auch nur mit einem Worte zu 
erwähnen, ob sie von den Verfassern neu berechnet oder aus an- 
deren ähnlichen Werken entlehnt worden sind. Will man dann 
einen solchen ZahlwertU für irgend eine grössere numerische Rech- 
nung zu Grunde legen , so findet man sich über die Zuverlässig- 
keit desselben in peinlicher Uugewissheit; ja man ist oft nicht ein- 
mal im Stande zu erkennen, ob die in der Tafel stehenden Ziffern 
von Druckfehlern frei sind. , 

Eine Vergleichung mehrerer Tafeln mit einander kann hier 
natürlich nicht zum Zwecke führen ;sdenn wenn die aufgenommenen 
Data aus einer in die andere übergegangen sind, so sind alle Recb- 
nungs- und Druckfehler ebenfalls copirt worden. 

Aus diesem Grunde habe ich bereits vor längerer Zeit eine 
Revision der wichtigsten numerischen Constanten begonnen und 
theile hier die Resultate für die Zahl e und einige verwandte 
Grössen als Probe mit. 

Es wurden zuvörderst die Summen der vier Reihen 

1= 1 -f- *+- "gj • • • 
ll== Ti + 5!*t" 9!"*~ ••• 

K \ ... _ V , 1 »1 

III— 2 ,-f ^|-f- 10 ,-T- ... 

. ■ 

gesucht und aus ihnen durch gehörige Verbindung' die nachstehen- 
den sechs Zahlwerthe abgeleitet: 

* = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 
66249 77572 47093 69995 95749 66967 
62772 40766 30353 54759 45713 82178 
52516 64274 27466 

~ = 0,36787 94411 71442 32159 55237 70lfcl 
46086 74458 11131 03176 78345 07836 
80169 74614 95744 89980 33571 47274 
34591 96437 46627 

1 st 1,54308 06348 15243 77847 79056 20757 
06168 26015 29112 36586 37047 37402 
21471 07690 63049 22369 89642 64726 
43554 30355 87046: 
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Zu\ 1 = 1,17520 11936 43801 45088 23818 5059£ 

60081 51557 17981 33409 58702 29565 ■ 
41301 33075 67304 32389 56071 17452. 
08962 33918 40419: 

, cos 1 = 0,54030 23058 68139 71740 09366 07442 
97660 37323 10420 61792 22276 70097 
25538 11003 94774 47176 45179 51S56 
08718 30893 43571: V 

■ 

sin 1 = 0,84147 09848 07896 50665 25023 21630 ; 
29899 96225 63060 79837 10656 72751 
70999 19104 04391 23906 89486 39743 

• • • , » • 

54305 26958 54349 

Die Funktionen §o$ und 3' in sind die von Gud ermann eingeführ- 
ten hyperbolischen Gosinua und Sinus. Vorsiehende Resultate sind 
auf 115 Dezimalstellen berechnet,, die letzten zehnjedoch hier weg- 
gelassen worden. Uebrjgens habe ich die letzte Ziffer stets umge- 
ändert gelassen, Jedoch in dem Falle, wenn die nächstfolgende 
106te Ziffer eine* 5, 6, 7, 8 oder 9 war, dies durch ein beigesetz- 
tes Colon angedeutet. Dass die gaifze Rechnung, ohne alle Aus- 
nahme doppelt geführt worden ist, versteht sich von selbst; und 
ich habe noch ausserdem die Wiederholung derselben ein ganzes 
Jahr später vorgenommen, als die erste Rechnung, da ich früher-- 
hin bei einer anderen Rechnung ähnlicher Art die Erfahrung ge- 
macht hatte, dass ich bei unmittelbarer Wiederholung des Calculs 
zweimal den nämlichen zufälligen Fehler beging. Da übrigens 
die Resultate beider Berechnungen im vorliegenden Falle nur um 
12 Einheiten der letzten 115ten Decimalsteüe von einander ab- 
wichen, so dü>fen die hier gegebenen Ziffern wohl als völlig sicher 
angesehen werden. » - . *; 

In der Einleitung zu Callet's t&bles portatives de lo- 
garithmes etc. pg. 112 findet sich der Werth von e auf 61 Deci- 
malstellen , aus dem Modulus der briggischen Logarithmen abge- 
leitet. Die ersten 41 Dezimalen sind richtig, die letzten 20 total 
falsch. Es ist nämlich der Werth von e von der 40steo Stelle an 

nach fallet. . . 46928 08355 5T550 58417 2; dagegen 

der wahre Werth 47093 69995 95749 66967 

Im Vega'schen thesaurus findet sich pg. 309 die Zahl e auf 44 
Decimulen berechnet, nur um 3 Einheiten der letzten 44sten Stelle 
zu gross; denn Vega hat . . . 77572 4712, anstatt des wahren Wer- 
thes . . 77572 4709. ,; • . 

Gudermann, in seiner Theor ie der Potenzial fun ktio- 
neo, hat die Werthe von ©in 1, £o$ 1, sin 1 und cos 1 auf' 25 
Decimalen gegeben. Mit Ausnahme der letzten Ziffern jeder dieser 
Zahlen sind die übrigen sämmtlich richtig. Nur in dem Werthe 
von cos 1 ist die 13le Decimale falsch, indem es statt ..68039. . 
vielmehr . . 68139 . . heissen muss. 
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Ganz eben so wie für e habe ich dann ferner die Summen der 
vier Reihen 



1 


TT ~t~ 


o . 


■ 1 • • • 


X 1 

1! T 


5! 


9! 


• 


2! " I " 


x* 


10! 


.< 






11! 


4» . . j . ■ 



für alle Werthe von ^r, von 2 bis zu 10, auf 25 Decimalen berech- 
net und dadurch die Zahlen erhalten, welche unten in der ersten 
Tafel bis auf 20 Decimalen zusammengestellt sind. Die Probe der 
Richtigkeit der einzelnen Resultate wurde dadurch erhalten, dass 
die Summe der oben angeführten vier Reihen genau denselben 
Werth für ergeben musste, der durch successive Multiplication 
von e gefunden worden war. Bei der grossen Leichtigkeit mit 
der sich aus den Gliedern der Reihe für e* die Glieder der Reibe 

für fe*d. (Ix) finden lassen, habe ich auch die Werthe der In- 
tegralfunktionen 

f dx 

= Ii i+x) 

y$o$ x . — = x; /cos x . -jj- =5 ci x 

/~. dx ÄC . f. dx L 

Wm X . X\ I S1D x . — - = fi x 
x / X 

in Rechnung genommen. Zu dem Ende wurden die Summen der 
vier Reihen 

. 1 x* , I 

1 ' 1! 5 " 5! "T 9 ' 9! V * 

2 * 2! 6 * 6! "*~ TO* W. 

J_ »• I -V ' 1 Jf*' 

3 * 3!n"*" 7 \7! 11* 11! T 

für die Werthe von x = 1 bis x = 10 gesucht und aus ihnen die 
Werthe obiger Integralfunktionen abgeleitet. Eine Probe der Rech- 
nung erhielt ich dadurch, dass ich den Werth Ii e x unmittelbar aus 
der von mir früher entwickelten Formel (theoriae logarithmi 
integralis lineamenta nova in Crelle's Journal Bd. 17. 
pg. 284 Nr. 59.) 

berechnete, in welcher die Grössen K 0 A l K 7 u. s. w. mittelst der 
Recursionsformeln . . « . 
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A' ffl = lg(H-i) 
AT, s= 0* -+- l)Af„ - y 

I 

ä;=i !(«■-*- — y 

ÜT, = 2!(or-f- - y u. 8. w. ' 

abgeleitet werden können. Da aber diese Formel den Werth von 
Ii e nothwendig voraussetzt, so wurde letzterer aus der Grund- 
formel 

u , . 1 .1.1. 

Ii e = y-\~\ -+- 



2.2! ' 3.3! 1 4.4! ■ 

durch zweimalige Berechnung auf 40 Decimalstellen entwickelt, 
woraus sich, mit Weglassung der 5 letzten Stellen , folgende Re- 
sultate ergaben: 

Ii « = -4-1,89511 78163 55936 75546 65209 34331 63426: 
Ii 4" = -0,21938 39343 95520 27367 71637 75460 12164: 

£3 l=-r- 0,83786 69409 80208 24089 46785 79435 75630: 
e3 1= + 1,05725 08753 75728 51457 18423 54895 87795: 
ci 1= + 0,33740 39229 00968 13466 26462 03889 15076: 
fi 1 = -+-. 0,94608 30703 67183 01494 13533 13823 17965: 

Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, dass ich vor Kurzem einen 
ganz einfachen Weg aufgefunden habe, die bisher immer noch so 
mühsame Berechnung der Integrallogarithmen sehr grosser Zahlen 
ausnehmend leicht zO bewerkstelligen. Man hat nämlich allgemein 
folgende Formel: 

' Ii (*--|-*)=H «--Hg l~ + *>] 

. „„Jg * r _ H . Cg *)' r « , flg r-n-*- \ 
~*~ € «"TT ' 2~!~ 3 + |T 1 + ' 

in welcher v=l-r-~ ist und die Coefficienten Cp-» durch die 
Gleichung 



C-n — — 2 

r n r>(n S 



71- 



bestimmt werden. Setzt man nun in obiger Formel z. B. » = 10, 
also «" = 22026,46579.. so braucht man nur *r = — 0,46579 . . 
d. h. gleich dem, mit der Potenz e n verbundenen Decimalbruch , zu 
setzen, um sofort den Integrallogarithmen der hohen Zahl 22026 zu 
erhalten. Es ergiebt sich daraus der Werth von 1^ v— 0,00002113.. 
so dass die zu berechnende Reihe ausserordentlich schnell conver- 
girt. Alan kann nun leicht weiter gehen und für .x grössere 
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Wertlie nehmen, und wird für Ig , immer noch sehr kleine Wertbe 
erhalten. So ist z. B. für 

x — — 1,46579 . . e l ° -+-.# = 22025 und lg v = 0,00006654 
a: = — 6,46579 . . e*°-t-x; = 22020 und Ig v = 0,00029357 
/ = — 26,46579. . -{-^ = 22000 und Ig ,* = 0,00120226 

u. s. w. woraus sich die ungemeine Brauchbarkeit der zu Gründe 
gelegten Formel wohl sattsam ergiebt. Selbst bei weit niedrige- 
ren Potenzen von e wird sie noch mit Vortheil angewendet werden 
können. Denn es ist z. B. für die dritte Potenz von e der Werth 
e* =20,08553 . . und dies giebt 

für & = — 0,08553 . . <?» H-^ = 20 und lg v = 0,00426772 
für x = — 1,08553.. e*-hx=lV und Ig v = 0,05556101 
für 2,08553 . . = 18 und lg v =0,10962823 

ingleichen 

für * = 0 91446 . . e* +or = 21 nnd lg » = 0,04452244 
für ac = -f- 1,91446.. e % + .# = 22 und lg v = 0,09104245 
für ^ = +14,91446.. = 35 und lg v = 0,55534806 

so dass selbst für x>\e* jedes folgende Glied der Reihe um 
mehr als die Hälfte kleiner ist, als das vorhergehende. 



» 



.»». 
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VII. 

Ueber eine geodätische Aufgabe. 

Von 

dem Heraasgeber. 



Bei einer Triangulirung kann zuweilen der folgende Fall vor- 
kommen. M und ßi t sind zwei Punkte, deren Lage aus einer 
frühem Messung bekannt ist. Man kann aber keinen dieser beiden 
Punkte von dem andern aus sehen. Dagegen siebt man sowohl 
von J/. als auch von M x aus, drei andere ihrer Lage nach unbe- 
kannte Punkte A, //, C, und misst in M die 180° nicht überstei- 
genden Winkel AMB, BMC, CMA> in M x die 180° nicht über- . 
steigenden Winkel AM % B, BM X C, CM t A. Ist es dann noch 
möglich, die drei Winkel A, R, C des durch die eben so bezeich- 
neten Punkte bestimmter» Dreiecks ABC, dessen den Winkeln A, 
fit ^ gegenüberstehende Seiten wie gewöhnlich durch a, ^be- 
zeichnet werden sollen, zu messen , so kann man jederzeit die 
Lage der drei Punkte A } B t C bestimmen, wie im Folgenden ge- 
zeigt werden soll. 

Man nehme eine Seite des Dreiecks ABC t etwa die Seite c, 
als Längeneinheit an, so bat man für die drei Seiten a, £, c des 
in Rede stehenden Dreiecks nach einem bekannten Elementarsatze 
der ebenen Trigonometrie die folgenden Ausdrücke: 

1 . sin A .sin B - 

1} ••• Ä = sin~C" /y =süTC" c = l >' 

und kann also die drei Seiten a, £, c in Bezug auf die angenom- 
mene Längeneinheit aus den gemessenen Winkeln A, B, C leicht 
berechnen. 

Da die Lage der Punkte Mr M x als bekannt vorausgesetzt 
wird, so nehmen wir an, dass die Coordinaten dieser Punkte in 
Bezug auf ein gewisses rechtwinkliges Coordinatensystem, welches 
im Folgenden das primitive System genannt werden soll, gegeben 
sind. Nimmt man nun A als den Anfang. AB als den positiven 
Theil der Axe der £ eines neuen rechtwinkligen Coordioatensy- 
stems der £17, und, was offenbar immer möglich ist, den positiven 
Theil der Axe der r t so an, dass man sich, um von dem positiven 
Theile der Axe der § durch den rechten Winkel hindurch zu 
dem positiven Theile der Axe der r t zu gelangen, ganz nach der- 
selben Richtung hin, bewegen muss, nach welcher man sich bewe- 
gen muss, um von dem positiven Theile der ersten Axe des primi- 
tiven Systems durch den primitiven Coordinatenwinkel hindurch zu 

3* 
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dem positiven Tbeile der zweiten Axe <Jes primitiven Systems zu 
gelangen; bo sind in Bezug auf dieses angenommene neue recht- 
winklige Coordinatensystem die Coordinaten der drei Punkte i. 
ß, C offenbar respective: 

0, 0; c, 0; 6, eos A, ±£ sin A\ 

oder nach dem Vorbergebenden : 

cos A sin B . sin A sin B 
U > U; *» ü; sin C ' — sin C 5 

wo in dem Ausdrucke der zweiten Coordinate des Punktes C das 
obere .oder untere Zeichen genommen werden muss, jenachdem der 
positive Tbeil der Axe der rj auf derselben Seite von AB wie der 
Punkt C oder auf der entgegengesetzten Seite von AB liegt. Aus 
diesen so eben bestimmten Coordinaten der Punkte A, Ii. C und 
den in M und ,>/, gemessenen, 180° nicht übersteigenden Winkeln 
AMB, BMC, CMA und AM X B, BM.C, CM t A kann man nun 
nach dem Pothenot'schen oder vielmehr Snellius'scben Problem, 
etwa mittelst der Thl. I. $.446 — S. 448 entwickelten Formeln, die 
Coordinaten £, rj und f,, 17 , der Punkte M und M x in dem Sy- 
steme der so wie auch die Entfernungen MA t MB, MC und 
M, A, M x B y M x C berechnen. 

Denkt man sich jetzt durch den Punkt M als Anfang ein dem 
Systeme der h) paralleles System der 2-y gelegt, und bezeichnet 
die Coordinaten des Punktes M x in diesem Systeme durch rf in 
die Länge der Linie MM X durch (o). und den von dieser Linie 
mit dem positiven Theile der Axe der £' eingeschlossenen Winkel, 
indem man diesen Winkel von dem positiven Tbeile der Axe der 
£' an durch den rechten Winkel (£V) hindurch von 0 bis 360° 
zählt, durch 0; so ist offenbar in völliger Allgemeinheit 

2) . . . p , = (o) cos 0, fj\ = (q) sin 0. 

Nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten ist aber 

offenbar 

oder 

d. i. nach dem Obigen 

3) ...(q) cos £ = ($) sin 0 = 1?, — i?; 

also 



und 



4) .... tang 0 = |J^j 



5 ) ••r(rt = | 0 re"" iiiTe' 



mittelst welcher Formeln 0 und ((>) leicht berechnet werden kön- 
nen. Ob man den positiven Winkel oder Bogen 0, welcher 360° 
nicht übersteigt, zwischen 0 und 180° oder zwischen 180° und 
3rH»° zu nehmen bat, entscheidet man dadurch, dass man für 0 im- 
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mer denjenigen der beiden in Rede stehenden Werthe zu setzen 
bat, welcher mittelst der Formeln 5) für (q) einen positiven Werth 
liefert. 

Wohl zu beachten hat man , dass bis jetzt immer die Seite 
AB oder c *des Dreiecks AßC als Längeneinheit angenommen 
worden ist. 

Da die Lage der Punkte M und M x als bekannt angenommen 
wird, so sind, wie schon vorher bemerkt worden ist, ihre (O ordi- 
nalen ar, y und j? x . y, in Bezug auf ejn gewisses rechtwinkliges 
Coordinatensy stem der xy und eine bestimmte Längeneinheit, 
welche durch fx bezeichnet werden mag, gegeben. Legen wir nun 
durch den Punkt M ein dem primitiven Systeme der xy paralleles 
Coordinatensystem der &y', und bezeichnen die Coordinaten des 
Punktes M 1 in diesem Systeme durch y\, den numerischen 

Ausdruck der Länge der Linie MM V in Bezug auf die Längen- 
einheit n durch 0, und den von der Linie MM X mit dem positiven 
Theile der Axe der a? eingeschlossenen, von dem positiven Theile 
der Axe der x' an durch den rechten Winkel {x*y^) hindurch von 
0 bis- 360° gezählten Winkel durch <jp; so ist offenbar in völliger 
Allgemeinheit 

6) ... x 1 \ = o cos y, y r l es g sin y, 
und nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten ist 

z=x-\-x r lt y x =y-\-iJ, 

od€r • 

x\ = x x — x, y\ = y, — y, 

'i > • 

also nach dem Vorhergehenden * ' 

7) . . . . Q cos (p=ix l — x, Q sin <p = y, — y, 

folglich 



8) ...rang 9> = f^r 



und 



* j cos 9 ~" " siny ' 



mittelst welcher Formeln (p und o berechnet werden können. Oh 
man den positiven. 360° nicht übersteigenden Winkel oder Bogen 
9> zwischen 0 und 180° oder zwischen 180° und 360° zn nehmen 
hat, wird dadurch jederzeit leicht entschieden, dass man für <p 
immer denjenigen der beiden in Rede stehenden Werthe zu setzen 
hat, welcher mittelst der Formeln 9) für q einen positiven Werth 
liefert. * 

Nach dem Torhergehenden sind (o) und o die numerischen 
Ausdrücke derselben Linie MM X in Bezug auf verschiedene Län- 
geneinheiten, nämlich respective in Bezug auf die Längeneinheiten 
e und /*, und es ist also eigentlich 

MM X = (q)c, MM x — op, 

* 

folglicli 
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folgt, oder auch 
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10) 



11) v .c=^j, 



wenn man nur den Ausdruck auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens auf die Längeneinheit fi bezieht, wodurch also die wahre 
Grösse von c in Bezug auf die der ursprüngliches Messung, ans 
welcher die Luge der Punkte M und M x hergeleitet wurde, zum 
Grunde gelegte Längeneinheit (i> gefunden ist. Die numerischeu 
Ausdrücke alter im Vorhergehenden in Bezug auf die Längenein- 
heit c berechneten Längen in Bezug auf die Längeneinheit /* er- 
hält man, wenn man die in Rede stehenden Längen in Bezug auf 

die Längeneinheit c sämmtlich mit dem Bruche r|j multiplicirt, wie 

auf der Stelle erhellen wird, so dass also hiernach auch die nume- 
rischen Ausdrücke aller dieser Längen in Bezug auf die der ur- 
sprünglichen Messung, aus welcher die Lage der Punkte M und 
Mx hergeleitet wurde, zum Grunde gelegte Längeneinheit /u. ohne 
Schwierigkeit gefunden werden kann. 

Endlich wolleu wir nun noch zeigen, wie, indem wir von jetzt 
an natürlich immer die Längeneinheit fi zum Grunde legen, die 
Coordinaten X, Y; X,, Y t \ X a , Y 2 der drei Punkte Jf, C, 
deren Lage zu bestimmen unsere eigentliche Aufgabe ist, in Bezug 
auf das primitive System der a;y gefunden werden können. 

Zu dem Ende bemerken wir zuvörderst, dass aus den bekann- 
ten Winkeln @ und w immer leicht der Winkel <p abgeleitet wer- 
den kann, welchen der positive Theil der Axe der £' mit dem po- 
sitiven Theile der Axe der ac' einschliesst, wobei man diesen Win- 
kel wie gewöhnlich von dem positiven Theile der Axe der jc' an 
durch den rechten Winkel (.r'//) hindurch von 0 bis 360° zählt. 
Bei der Aufstellung der an sich übrigens sehr einfachen allgemei- 
nen Regeln für die Ableitung des Winkels y aus den Winkeln 0 
und <p wollen wir uns hier jedoch nicht aufhalten, weil man sich, 
wenn nicht uuf andere Weise, doch immer durch eine leicht zu 
entwerfende Figur bei diesem Geschäft wird helfen können. 

Die Coordinaten der Punkte A. B, C im Systeme der afi/, 
dessen Anfancr M ist, seien X', Y'\ X\, Y\\ X' a , Y\ ; und 
X', S)'i 3£\,*8)\; seien die Coordinaten der Punkte A, 

//, C im Systeme der £y, dessen Anfang ebenfalls M ist. 

Da das System der £V dem Systeme der £17 parallel ist, und 
£, t] die Coordinaten des Punktes M in dem letztern Systeme in 
Bezug auf die Längeneinheit c sind; so ist, weil nach dem Obigen 

0, 0; jSj, 0; ^ cos A t sin A •) 

die Coordinaten der Punkte A, ß, C in dem Systeme der £/; 



*) Wegen des Vorzeichens ist schun oben die nöthigc Bestimmung gege« 
ben worden. 
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(jetzt natürlich immer in Bezog auf die Längeneinheit p) sind, 
aach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten 



9'; 



i > 



8',i 



also 



12) 



f 3e',=^ (Ä cos Jf— {), 8'.==*=$ (4 sin Azp n ). y 



mittelst welcher Formeln die Coordinaten X', gj'; JP M gj', ; X'„ 3' a 
berechnet werden können. 

Nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten ist 
nun ferner 

( X'=3F cos # — g' sin t//, Y' = £' sin ^H-^ cos ip; 
l*)t JK'tsl't cosy- 9'. sin ?i T^ssW t sin t^-f-^', cos y; 
(x',=X' 3 cos sin r,=X' a sin V-t-g', cos *; 

uod 

, x = .r-f- A', y= y +r, 

mittelst welcher Formeln also jetzt die gesuchten Coordinaten X. 
) X,, )\ ; X,, > , der Punkte C in Bezug auf das pri- 

mitive System der &y gefunden werden können , und die Lage 
dieser Punkte daher bestimmt ist, wie verlangt wurde. 

Bezeichnet man die von den Linien MA, MB, MC mit dem 
positiven Theile der Axe der £' eingeschlossenen und auf gewöhn- 
liche Weise von 0 bis 360° gezählten Winkel durch fc und 
setzt MA = T) MB = r x ^ MC=r*\ so ist offenbar 

X' = r cos f, g' = r sin £; 

t\=r x cos C Ä? |,=f, 1111 

£',=r, cos t»> 3'» = '*» sin £ 3 ; 

also 



cos 



£ = 7T> »in E=fr> tang S = Jp; 



15) (cos J. = — *. nn 
8 * i 



10 C, =— , tang £,= -3^; 



cos sin C* = f^, tang C,= ; §^; 



-Ei. 
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y=y-t-r sin -*-£); 
^i^y + r, sin (u>-r-£,); 
F 2 = y -h r 3 sin (u>-f-£,). 



welcher Formeln die Winkel £,*£„ berechnet werden 
können °). Hat man aber diese Winkel, so ist nach 13) 

| X' = r cos Y' = r sin ty-f-f); 

16) )>:',=*•, cos (V-Hf,), J'^r, sin (y-t-f,); 

cos F,c=r, sin (y-f-£,); 

and also nach 14) 

!X = ar-{-r cos (V-f-£), 
X 1 =«H-* r l cos (#-*-£,), 
X, = ^r-f-r 2 cos (tf> -+- f 2 ), 

Die vorhergehende Auflösung unserer Aufgabe, obgleich dieselbe 
eine doppelte Anwendung des Pothenot'schen oder vielmehr Snel- 
lius'schen Problems in Anspruch nimmt, scheint uns dessenunge- 
achtet für die wirkliche Anwendung die meisten Vortheile zu ge- 
währen, weshalb wir für jetzt andere Auflösungen derselben nicht 
geben, und mit der Bemerkung schliesseu wollen, dass man diese 
Aufgabe, unter einem rein- geometrischen Gesichtspunkte aufgefasst, 
aucn auf folgende Art ausdrücken kann: 

Es seien zwei Punkte M und M x gegeben; man soll 
durch den Punkt M drei unter gegebenen Winkeln ge- 
gen einander geneigte gerade Linien (1), (2), (3), durch 
den Punkt 3i t drei ebenfalls unter gegebenen Winkeln 
gegen einander geneigte gerade Linien (1,), (2,), (3,) so 
legen, dass das durch die Durchschnittspunkte der Li- 
nien (1) und (1,). der Linien (2) und (2,), und der Linien 
(3) und (3,) bestimmte Dreieck einem gegebenen Drei- 
ecke ähnlich ist. 

Wir möchten uns wohl erlauben, dieses Problem den Lesern 
des Archivs zur weiteren Untersuchung zu empfehlen, da dasselbe, 
so viel uns wenigstens bekannt ist, sonst noch keine Behandlung 
gefunden hat. 



•) Die Grössen 

hergehenden bekannt. 



2J'i ; 3E'„ $' t »nd r, r„ r, sind aus dem Vor- 
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■ . i 

• ■ j 



VIII. 



Ueber die höhern Differentialquotienten der 
Fi 



P= 



sm x 



y+cos x 



l+2y cos x+yv l+2y cos x+y 2 

in Bezug auf x als veränderliche Grösse. 

* * * •• *' ■ * .*••»••, 

Nach Theoremata nova de integralibus definitis, sum- 
matione serierum earumque in alias series transforma- 
tione. Auetore C. J. Mal ms ton, Phil. Mag. ad 
Reg Acad. Upsal. Math, infer. Doc. Upsaliae. 
MDCCCXLIL p. 26 — 35 frei bearbeitet von 

dem Heransgeber. 



Ks unterliegt keinem Zweifel , dass die Lehre von den höhern 
Differentialquotienten zu noch manchen interessanten neuen Unter- 
suchungen Gelegenheit darbieten kann, und es ist nach unserer 
Ueberzeügung jedenfalls sehr wünschenswerth, dass man sich noch 
mehr als bisher geschehen ist mit der Entwickelung allgemeiner 
Ausdrücke für die höhern Differentialquotienten der Functionen, be- 
schäftige, da ja dieselben bekanntlich für die Entwickelung der 
Functionen in Reihen, für die Theorie der bestimmten Integrale 
und für viele andere Untersuchungen von sehr grosser Wichtigkeit 
sind. Ei» schönes Beispiel einer solchen Untersuchung über hö- 
here Differentialquotienten hat neuerlichst Herr C. J. M ärmsten 
zu Upsala in der oben genannten, noch viele andere bemerkens- 
wert he Resultate enthaltenden Abhandlung gegeben, und wir glau- 
ben, um so mehr, weil diese Abhandlung wohl schwerlich in die 
Hände vieler deutschen Mathematiker gelangen wird, den Lesern 
des Archivs einen Dienst zu leisten, wenn wir ihnen die in Rede 
stehende Untersuchung des Herrn C. J. Mal nisten ihrem wesent- 
lichen Inhalte nach im Folgenden mittheileo. 

Die beiden gegebenen Functionen sind 
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und die Aufgabe ist, allgemeine Ausdrücke für die höhern Difteren- 
tialquotienten dieser beiden Functionen zu finden, wenn man in 



ihnen ac als veränderliche Grösse, y dagegen als constant be 
trachtet. 

Wenn das Symbol e s eine gewöhnliche Bedeutung hat und der' 

Kürze wegen t für \/ — 1 geschrieben wird, so setzen wir im Fol- 
geoden 

r .... • •• 

^=(1+^1 = ^+^-1, 

F 0 = (1 + ye")-i = tr<*(t, -+ e-*f* 

und -V. 

u * — dar' r — Ibc*' 

Aus den beiden obigen Ausdrücken von U Q and V 0 erhält man 
durch ganz elementare Rechnungen 

U V y 



• * 



Weil nun bekanntlich 

r 

ci'x — e—ix e* x -4-e — |Jr 
sin ar = ^ > coa ■* = 2" — ; 

also 

e*x — e-ix = 2i sin .ar, tf** + ^-«* = 2 cos 

ist; so ist 

t/ Q F 0 = (1 2y cos « +- y»)-V 

A/ r 2<y sin »r 

0 r °"-l.-f-2y cos x + y» 
2-f- 2y cos x 



oder 



tj jL.tr 

0 ^ 0 l+-2y cos ar-f-y 2 5 

— • 

Uo + Vo l-+-y cos ar 

2 1 -#-2y cos a?-f-y»* 

Durch Differentiation von U c und F 0 nach x erhält man ohne 
Schwierigkeit 



^1 = 3 '^r= 



dir O-f-y« 1 *)*' 
also, wie man durch leichte Rechnung findet, 
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rj , v , iy(\— y a ) (e'-c-e-**) 

oder nach dem Obigen 

Ut-h^i y(l — y ») sin j: 

2 ' (H-2y cos a:-Hy a ) 2 ' 

Differentiirt man ferner die Function Q nuch or, so erhält tnau 

(l—y a )sinx 
da: (l-f-2y cos ar-f-y*)»' 

ood nach dem Vorhergehenden ist folglich 

Vy + F > = ^*A :V 

Daher haben wir jetzt die beiden folgenden Relationen 

1)... ä —~^d£ 27 — 

aus denen sich durch fortgesetzte Differentiation, unter Anwendung 
der oben eingeführten Bezeichnung« unmittelbar die beiden folgen- 
den Relationen ergeben: - t< . 

deren erste, wie aus dem Obigen hervorgeht, für r=0 nicht, son- 
dern bloss für r>»0, die zweite dagegen für r^O gilt 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass es, um uud -r— ; 

zu finden, darauf ankommt, l r und V r zu finden. Weil aber V 0 
aus U Q erhalten wird, wenn man in der letztern Grösse — x für 

x setzt, so geht offenbar U r = ^ß 9 wenn man darin — a; für x 
setzt, in 



d. i. in 

» • 

über, und es wird also jetzt bloss darauf ankommen, die Grösse 
L' r zu finden, aus welcher sich dann V r durch die in Rede stehende 
Substitution leicht herleiten lassen wird. 
Nach dem Obigen ist 

und wegen der Gleichung 

i»t ' •* ' . ) 
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V 



1~ 



woraus sieb leicht 
ergiebt. Weil nun überhaupt 

TT dÜ ' 

ist, so erhält man leicht nach nnd nach 

v 

U. 8. W. 

Bezeichnet man also überhaupt den numerischen Coefficienten 
von U 0 k in der Entwickelung von nach den Potenzen von U 0 

(r, *) J - ' 

durch das Symbol d; so ist nach dem Vorhergehenden offenbar 

3) ... r.*, - ' 



folglich, wie sogleich in die Augen fallen wird, 

Differentiirt man die Gleichung 3), natürlich in Bezug auf* x als 
veränderliche Grösse, so erhält man mit Hülfe der aus dem Obigen 
bekannten Gleichung 



# - 
. < ■ 



ohne 

(r,JÖ (r, 1) 

-|2 « + a \U 0 * 

(r, I) (r, 2) 

-H3 a -f-2 a 

(r, 4) (r, 1) 

U. 8. W. 
(r, f^l) (r, r) 

+ (-l)-«(r+l) a tf/**. 

Vergleicht man dies mit der Gleichung 4) , nämlich mit der 
chung v 



1 
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— = a v 0 

(M-l, 2) 



u. 8. W. 



r-f-i, 



so erhält man »wischen den numerischen Coefficienten von -rr und 

•i * 



ÜM-l 



die folgenden Gleichungen: 



(r+t, 1) (r, 1) 

a = a, 

(r^l, 2) (r, 2) 

a =2 a 
a = 

(r+1,4) 

a = 



(r, 1) 
(r,2) 

2 a, 



(r, 3) 

3 a 

(r, 4) (r, 3) 

4 a H-3o, 



U. 8. W. . .. <~ 
(r+I, M-l) ' (r, (r, r) 

a =(r-f-l) a -r-r a, 
Berücksichtigt man, dass in der Reihe 

(r,ij (r,2) (r, t) (r, 4) 
0, 0, 0, 0, U. S. W. 

(r, 

alle Glieder von dem Gliede a an verschwinden, so kann man in 



völliger Allgemeinheit 



setzen. 



5) 



(r+l, *) 



= k a 



(*-l) a 



Mittelst dieser Gleichung kann man nun mit Hülfe der bekann- 
ten Bernoulli'schen Schlussart und einiger einfachen Sätze von 
den Binomial- Coefficienten sehr leicht zeigen, dass allgemein 

(r, k) Jfc — 1 

6) ...assM-Zjli*— lf 

U. 6. W. 
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* 4_( ~ ,) ' 1.2. *...£-!) * 
» oder, in der bekannten Bezeichnung der Binomial -Cocfficicntcn, 

7) ./. r a =*M^l).(*-l) r +(^l),^ 

ist, welches weitläufiger aus einander zu setzen hier unnöthig- ist, 
und die Grösse ist also jetzt als mittelst des Ausdrucks 3) voll- 

ständig entwickelt zu betrachten. 

Setzt man in der Gleichung 3) statt x die Grösse — op 9 so 
geht dieselbe nach dem Obigen in 

oder in die Gleichung 

y h=r+\ (r, k) 

8)..^ = (-l)^(-l^ fl r o * 



über, wodurch nun also auch gefunden ist * 

Aus den Gleichungen 3) und 8) ergiebt sich durch Addition 
und Subtraction , 



Ur + Fr *=%!- 1 1w _« (r >*> 

* 



9) 



Aus diesen Formeln und aus 2) erhalt man nun leicht die folgen- 
den Ausdrücke: 



10) < 

I s=(-')^'»«"'i" fi£ -t- ii! - 



Setzen wir jetzt in {To und F 0 

1 -4-y cos a; = fjL cos <p, y sin ar — fi sin $p; 
so erhalten wir 

9 = Arctang * =Vl-|-2y cos ar-Hy', 

wobei man jedoch zu bemerken hat, dass man den Bogen 

i 

■i ■ 
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v y sin x 

insofern nämlich die Grösse fi immer positiv sein soll, so nehmen 
mufes, dass er sich, je nach dem von den Grössen 1 -f-y cos ar und 
y sin x die erste positiv und auch die zweite positiv, die erste 
negativ und die zweite positiv, die erste negativ und auch die 
zweite negativ, die erBte positiv und die zweite negativ ist, respec- 
tive im ersten, zweiten, dritten, vierten Quadranten endigt, welche 
Bedingung sich auch Jeicht analytisch ausdrücken lassen würde, 
wobei wir uns jedoch jetzt nicht aufhalten wollen. 
Weil nun nach dem Obigen 

, ' U, = (1+ ve-*)~i, P 0 = (l-f- ve*y-i, 



\ 



also 
und 

also 

ist; so ist 
oder 



*7 0 A = (l-f- ye-<*y^ % V 0 k = (!-+- ye**)r* \ 



glX g — %x 

Cos üc = ~ -, sin «2r=x ^ , 



= cos x-±zi sin x 

U Q k z= jl -r-y(co8 x — i sin *, 
F 0 *=jH-y(cos x + i sin ^)| * 



U 0 k = (\ -f- y cos a? — iy siu .r)— *, 
P«/ = (l-r-y cos x -+- iy sin sc)- *: 

d. i. nacli dem Vorhergehenden 

U 0 k = *(cos 9 — i sin y) - 
F 0 * = /t*-*(cos y-l-t sin fjp) - *; 

folglich nach den Moivre'schen Formeln: 

tf 0 * = jfc-*(cos /y-f-t sin ßcy), 
V Q k = *(cos £y — i sin £$p); 

also 

U Q k -\- F 0 * . cos fo 

2 — ft* : » V 

• ^o* — VJ* sin hf 

d. i. nach dem Vorhergehenden 

■ 

» * V sin x 

tt l rr i cos k Arctang — 

U Q k -h F 0 » p 1 -t- y cos x 

2 — : » 

(l-f-2* cosx + y') 2 



.1 ! V 
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// sin x 



ggf - a _ * TTF^Ti 
B - - T-- 

(lH-2y cos x-|-y*) 2 - 

FUhrt mau dies in die Formeln 10) ein, so erhält man: 

(2»+i, *) y sin ^ 

rf*-H/>_ (-i)n fe=^« a cos * Arctang f - g - 

(1 -f-2y cos «ar-4-y*) 2 

4 <*» « s . , y sin x 

Otnp (_ ,)„ Mh-i a sin * Arctang ^— ^ 

u U+2y cos dr-#-y') 2 

Uh-I« _ (_ l)« -q s,n* Arctang j^— g 

l^s+r — j > 

(l -f-2y cos x-+-y a ) 2 
f 2 *» *> , y sin x 

^_(- d- ; cos * Arc * n * i4- y cos* 

— ; 1 — * 

(1-1- 2y cos .r +-y 2 ) 2 

Ans der ersten und vierten der vorhergehenden Gleichungen 
folgt, wenn man dieselben auf beiden Seiten mit y mUltiplicirt, und 
dann y = 0 setzt, unmittelbar: 



12) 



v (_ \)k-i a = o, 



J*=2n-M (-2«, A) 

Die Differentialquotienten von 



; ' sin k Arctang ] J^*'"* x und y(H-2y cos ar-hy*) 2 

in Bezug auf y als veränderliche Grösse sind , wie man leicht fin- 
det, respective 

* si » g , . y sin 

l +2 y cos x + y* C08 * Arctan S i-^y cos* 

ond 

(l-f-2y cos a?-hy*) 2 -f-*y(y-f.cos (l+2ycoi *zH-y*) 2 . 
Nimmt man hierzu, dass für y=0 

(flnP £** sin x ; 1. . 

rf2»-M COS * - "" j 
^H-l < fo2«+l- = (- 1 ) n+l 8,11 * 



\ 

•- 4 
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ist; so ergebt sich nach bekannten Sätzen der Differentialrechnung ' 
uus der zweiten und dritten der Gleichungen 11) leicht, dass 

! *=2>H-1 (2*, k) 

2 (- a = 1, 

13)/ . . 



ist. 



Aus den aus dem Obigen bekannten Relationen 

(r+1,1) (M) (^-t, r-W) (r, r+i) 

o = o und a = (r-f-1) a 
ergiebt sich leicht 

(r, 1) (r, r+-l) 

14) ... a = 1 und a == 1 . 2 . 3 . . . r ==/>-+- 1) *). 
Für y= 1 ist 

/>=|tang i*, Ö = |. 

Also ist nach der ersten und zweiten der Gleichungen 11), wenn 
man in denselben y=l setzt, 



• - 



d2*+4 tang \x 



a cos k Arctangtang ig 



t-* lang - 1 . 1U— 1 " * " lu< " 1 

daß^v = (- Tjfl" } 2* cos 



(2«, t) 



0 sin & Arctanj 

2* cos 



oder 



(27H-1, *) 



itang ** = , 1)a ^ 1)M q cos ^* Arctangtang 4* 



! tang \ x . " 0 ' sin k Arctan ( 



cos -^r* 9 

wo nach dem Obigen, weil 1-f-cos ^ = 2 cos T .r a immer positiv 
ist, der Bogen Arctangtang so genommen werden muss, dass 
er sich im ersten oder vierten Quadranten endigt, jenachdem sin x 
positiv oder negativ ist. 

Setzt man 2x für x t so erhält man 



^4-1 täti ge ty. ! « cos* Arctangtang* 



15) 



(2«, *) 



tt sin 6 Arctangtang x 



(Tin tanir *=2«-f4 

wo der Bogen Arctangtang x so genommen werden muss, dass 



4 



Thl. II. S. 304. 
Thell III. 
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er sich im ersten oder vierten Quadranten endigt, jenachdem 
sin 2x positiv oder** negativ Ist. • • ■ 

Ist der absolute Werth von x nicht grösser als |7r, so ist 
offenbar immer sin ~.v positiv oder negativ, jenachdem v positiv 
oder negativ ist, oder sin -./■ hat mit sin x immer einerlei Vor- 
zeichen, und in diesem Falle kann man also, wie sogleich in die 
Augen fallen wird, immer Arctang tang jrt=^r, folglich nach 15) 

16) { '*« » 

setzen. '° f 

Füry = — 1 ist 

P=i cot ^ ßtr-l 

Also ist wieder nacli der ersten und zweiten der Gleichungen 11); 
wenn man y== — 1 setzt, . i% 

:,<PM4 cot |* /j^g« , SM « cos | Ar ctang (-cot^) 

* efct~"-*-l — I *^Ja "i 2* sin Ut 

• cot 4«" ; iV 5 ^ 1 .vi / * sin k Arctang (—cot \x) 
t • - rf^- = ~ (- 1 >^(~ M , ^TTuT^t 

oder 

JX+l cot 4a: . <=%+2 w '""f tos * Arcting ootjar) 

i ' . (2«» *) 

^L_^ii£_ / n„ ^v^ 1 « «in * Arctang (-cotjar) 

23= p= = -(- 1 r- M- — 2 ± sin i** 5 




sitiv oder negativ, d. i. jenachdem sin x negativ oder positiv ist. 

Offenbar kann man nher mirli 



Oilenbar kann man aber auch 

(2»+i, *) 

cot \x n , k= ^ Ji tw ._, a cos h Arctang cot \x 

dafr+t l ) - M - lf 2* sin ' 

' _ _ (2«,*) 

g 2 * \x . ov?" 1 a sin k Arctangcot Le 

*r*< — ^ *> ' y"*- 1 ^ 2* sin P 

setzen, wo nun der Bogen Arctang cot \x so genommen werden 
muss, dass er sich im ersten oder vierten Quadranten endigt, je- 
nachdem sin x positiv oder negativ ist. 

Setzt man 2x für x, so erhält man 

• • m 

.»I* • 
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cot X 



= — (— 1)« . 22^2^^ ( _ 1V u-i. 0 , cos * Arctangcot * 
iW ' ^ (2* si„** 

I « I \ V. * . • 

cot x 

• - i • . • # . 

wo der Bogen Arctang cot x so genommen werden muss, dass er 
sich im ersten oder inerten Quadranten entUgt , jenuchdem sin *lx 
positiv oder negativ ist. 

Wenn x positiv und nicht grösser als ist, so ist offenbar 
sin Ix poailiv, und man kann also, Wie sogleich in die Augen 
fällt, unter dieser Voraussetzung immer Arctaug cot x = ^n — x 9 
also 

•*r*M-l — — (— ir-V* 9 £ K—lr Ok sill xk > 

n*>bv»vr . it%mM 1 .'. 1«!'» '1 ' 

"f = <-*>"■ 22,1+1 £ ' 2«.sin.r* 



1&) 



*=1 

I 



man 



setzen, weil unter der gemachten Voraussetzung der Bogen \n — x 
sich im ersten Quadranten endigt, wie es erforderlich ist. 

Aus der dritte« und vierten der Gleichungen 11) erhält 
für y = 1 

a=2*+i Ä cos £ Arctangtang \x , . 

wo der Bogen Arctang tang \x so zu nehmen ist, das« er sich im 
ersten oder vierten Quadranten endigt, jenachdem sin x positiv 
oder negativ ist; oder, wenn man 2x für x setzt, 

fc= v +2 / t^_i * sin Arctangtang x ft 
} 2* cos 

1 *—2*-M a cos £ Arctangtang x A 

(- , ^ ' " '8* cosa* =^ i.- 

»* < • • >•»"* Ii),- ;t.; «■ > . »i • , : •« , * 

wo der Bogen Arctangtang x so genommen werden muss, dass, 
er sich im ersten oder vierten Quadranten endigt, jenachdem sin 2x 



19) 



positiv oder negativ ist. 

Wenn der absolute Werth von x nicht grösser als \n ist, so 
kann Arctangtang x = x gesetzt werden, und es ist folglich un- 
ter dieser Voraussetzung 
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Für x = 0 giebt die zweite dieser Gleichungen 

20*)... ^ -£-=0. 



Aus denselben Gleichungen erhält man für y = — 1 



v / tw^.i a sin * Arctang (—cot |x) 
fei l ~~ ^ 2* «in = 0 ' 

(2*, *) 

= v"*" 1 / i i z—i fl cog * Arctang (— cot j a:) , 
jZa { ~ ' 5 sin fr* ==ü ' fc 

wo der Bogen Arctang ( — cot J^r) so genommen werden muss, 
dass er sich im ersten oder vierten Quadanten endigt, jenachdem 
— sin x positiv oder negativ, d. i. jenachdem sin JC negativ oder 
positiv ist. Offenbar kann man aber auch 

(2«-H, ic) 

*=|+2 a sin k Arctang cot jx 

. . a cos * Arctang cot ix ~ 
£ 1 2* sin SP = ° ' 

setzen, wo der Bogen Arctang cot so genommen werden muss, 
dass er sich im ersten oder vierten Quadranten endigt, jenachdem 
sin x positiv oder negativ ist. 
Folglich ist 

-Vr 1-2 , - . 0 sin k Arctang cot x ~ 
J. ' äTiTn-^E = 0 ' 

•"jjr ( - 1)'-' - c o/; in Ar :r 8 cot - = <>. 

wo der Bogen Arctangcot o* so genommen werden muss, dass er 
sich im ersten oder vierten Quadranten endigt, jenachdem sin 2x 
positiv oder negativ ist. 

Wenn x positiv und nicht grösser als \n ist, so kann man 
Arctangcot x = \n — x setzen, und es ist also nach den vorher* 
gebenden Formeln unter dieser Voraussetzung 
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" *! i * . a ein 1 



1 2* sin i* = °' 



22)/ ^ , 



fc-, 2* sin ar* 

Z wischem den Grössen 



# • 



23) 



ydiydjydj. . . ytffyg) 



und den Differentialquotienten finden die folgenden merk- 

würdigen Relationen Statt: " 

su denen Herr Malmsten auf folgende Art gelangt. 
Man setze 

yd(yd(yd(. . . ydjy{y •+- g-«>)-i) 



~ ydjyd(yd{. . . ytf(y(y -+- g'*)-i) 



Weil nun 



d.i. 



. v 2(t/ -f- cos j?) 

(y+ r*)-« + (y + **)"« = n%t»«+,» ' 

/ . v / . . x , 2* sin 

(y 4- e-^)-i - (y -f- e-)~i == 1+2y cosa: ^ i , 

oder nach dem Obigen 

(y+r^j-i -t-(y + & X Y- X = %Q, 

(y + e-ixj-t - (y *>)-! = 2/* 

ist; so ist nach dem Vorhergehenden offenbar 
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J r Kr = 2^f r , 

Kann man also ./, und h, GndcD, so kann man auch M r und N r 
entwickeln. Weil aber offenbar K r aus J r erhalten wird, wenn 
man in letzterer Grösse — jc für x setzt, so kommt es bloss dar- 
auf an, J r zu finden, und mit der Entwickelung dieser Grösse 
wollen wir uns daber jetzt zunächst beschäftigen. « 

Zuvörderst leuchtet sogleich die Richtigkeit der folgenden 
Ausdrücke ein: 

». « * * 

Setzen wir aber 



so wird, wie man leicht findet, 

J o = 1 Jr+i=:{u = ; 

und durch Anwendung dieser Relationen erhält man nun leicht: 

° — m * 

. 1 



U. S. W. 

oder, wenn wir den numerischen Coeflicienten von in J r 

Cr,*) v 

durch c bezeichnen, allgemein: 

(r, lc) 

Auf einem ganz ähulichen Wege, wie wir oben zu der Gleichung 
5) gelangten, gelangt man nun mittelst der vorhergehenden Glei- 
chungen leicht zu der Gleichung 

(r-H, i) (r, i) (r, - 

£7) ... c c + — 1) c, ^ 

und schliesst hieraus, wenn man dies mit dem Obigen, insbesondere 



mit der Gleichung 



us, wenn man dies mit dem Obigen, insbesondf 
5) vergleicht, unmittelbar, dass überhaupt 

28) . . . c = a 



ist Also ist nach 26) 

■ ■Li i a e—kix 

. . . j r = ^ ^ (- jr 
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oder, wenn man für u wieder den Werth y einführt, 

' . : W ■ " : - 

Setzt man in dieser Gleichung — zc für so erhält man 



Folglich ist nach ^5) 

ka=r+\ (r, *) i 

2M r = (- l)"i? 1)*-* a |(1 -f- y**)-* (1 •+- y*--)-*j, 

£— 1 * 1 
fc=r4-l (r, ft) 

2t A; = (- 1)^-1 2(— 1)^-1 (i + ye**)-* - (1 -4- y*-'*)-* j . 

7—1 



Nach dem Obigen ist 

(1 -f- y*>)-* + (1-f- ye-'*)-* = P„* -+- tf. 1 

(1 + y««)-* - (1+ y^)r k = - ff.* = - ^H^i 

und folglich, wenn man für 9 und > ihre aus dem Obigen bekann- 
ten Werths eipführt: ' 

{ M r = (—\y^ £ (— , l-4-y^cos jr 

(1 -f-2y cos a:-t-y 2 ) 2 

» J . Ii ji ( r » . 4 y sin 

i Ä=r+i « * Arctang * 

U.=(-i)' 2 (-1)^1 1+y ; os x \ 

(l-f-2y cos #-|-y 2 ) 2 

• ? J> • • .•»"'. .1 ' . . • . 

ii;»l;t() Tili y s j ft x Ii "TM ' i . 

Arctaog i + y - co ^ 



32) 



* n . . 



die oben gegebenen Bestimmungen aueb jetzt noch gelten. 

Vergleicht man diese FormcNrmit den Formeln 11), so erhält 
man' die zu beweisenden Relationen 24). 

Setzt man in den Formeln 3$) die Grösse t/=l, und bezeich- 
net die diesem Werthc von y entsprechenden Werthe von M r und 
N r respective durch M' r (x) und A' r (a:), so erhalt man : 



Cr, *> 



^ )= =(-i)^(--i) ^ « ^r;r ngi £ > 



(r, k) 



33) 
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Wenn der absolute Werth von x nicht grösser als \n ist, so kann 
man, wie aus dem Obigen geschlossen wird, immer Arctang 
tang \x-=z\:c setzen, uud in diesem Falle ist also nach 33) je- 
derzeit 



NW = (- 1> *2T*' — ^i^ff ' 



34) 



Verbindet man hiermit die Formeln 20), so erhält man 

35) M'mi*) = 0, AW(^) = 0. 



» » 



IX. 

Ceber die Bestimmung des Flächeninhalts einer 

Kugelzone. 

Von 

dem Herausgeber. 



j »• 



Die folgende Entwickelung der bekannten Formel für den 
Flächeninhalt einer Kugelzone scheint mir durch ihre besondere 
Strenge und Evidenz empfehleuswerth zn sein. 

Wenn 0 in Fig. 9. auf Taf. I.der Mittelpunkt der Kugel ist und 
AC, BD die Halbmesser der die Zone begränzenden Kugelkreise 
sind, so ziehe man Ali, fälle von 0 auf Ali das Perpendikel OE, 
von A auf BD das Perpendikel AG, und ziehe durch den Mittel- 
punkt /: von AB mit AC und BD die Parallele EF. Weil nun 
die Winkel BAG und OEF offenbar einander gleich sind, so sind 
die rechtwinkligen Dreiecke BAG und OEF einander ähnlich, 
und wir haben also die Proportion 

■ AB : AG = OE : EF, 

oder, weil nach einem Satze, der hier fuglich als bekannt voraus- 
gesetzt werden kann, 

AC+BD 
2 



EF 
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ist, die Proportion 

AB : JG=:OE :^t^£ 9 

von welcher nachher mehrfacher Gebrauch gemacht werden wird. 

Man bezeichne nun den Halbmesser der Kugel durch r, die 
sogenannte Höhe der Kugelzone durch //, und theile letztere in 
eine beliebige Anzahl gleicher Theile, z. B. in n gleiche Theile. 
Durch alle Theilpunkte lege man Ebenen , welche mit den Ebenen 
der die Zone begrenzenden Kreise parallel sind, und stelle sich 
die Seitenflächen der Kegel, deren Grundflächen die durch die in 
Rede stehenden Ebenen bestimmten Kugelkreise sind, in die Ku- 
gelzone beschrieben vor. Die Seiten dieser * Kegelflachen seien 
nach der Reihe 

*1> **» *»» *4> • • • • ** 4 ' 

and 

r i> r *> **ti r S»i • 

seien die auf diese Seiten von dem Mittelpunkte der Kogel gefall* 
ten Perpendikel. Die Halbmesser der Grundflächen der in Rede 
stehenden Kegel seien 

Q- Qxt Qm ?n fot p 

Nach einem bekannten Satze sind die Seitenflächen dieser Kegel 
nach der Reihe > t« 

U. 8. W. 

und wenn wir nun 

. u. s. w. 

setzen, den gesuchten Flächeninhalt der Kugelzone aber durch X 
bezeichnen; so ist offenbar Z die Gränze, welcher sich 2 Ms Zu 
jedem beliebigen Grade nähert, wenn n in's Unendliche wächst, 
wodurch also unsere Aufgabe auf die Bestimmung dieser Gränze 
zurückgeführt ist. 

Nach der im Obigen bewiesenen Proportion ist nun 



• P» -4-P« iH* ' .U . 



, . ± — r . gl±gi 



2 

U. 8. ~" ^ 

. .* ** !!«.■: 



t • — — - 



; •' «•!;.- . .»-H- h \ p«~i p» ; i i t, . '•, ■• ... 

.<-•••!' J : ^ = / > : *j1 5 

also 

M:. ..M?-*-^^^ , 

" " '*' 2/^7* 



,./ ' t, - • • .'•*.. 

: .. ••••>. 



u. s. w. 



und folglich nach dem Obigen 



zßfi ' '* n * t • • i • .!*»/ :i»t« -.jv»'» 'i 



Lässt man #» in's Unendliche wachsen, so nähern sich die Grössen 
*Yt r *> *t> *♦> < offenbar sämmtlich dem Halbmesser r der 

Kugel als ihrer Gränze bis zu jedem beliebigen Grade, und wenn 
wir folglich 

u. s. w. 
r n 3= r — J«, 

also 

- • ^=^(«—rf,-d.- <>.-...-<?.) 

oder 

' 2= 2>Srg(l - Jl ±ft + *JL ± ■ • • + 

t , • • ; nr 
* • / 

setzen, so nähern sich, wenn n in's Unendliche wächst, die Grössen 

d % , 6 ti . . . S„ sämmtlich der Null als ihrer Gränze bis za jedem 
beliebigen Grade. 

Wir wollen nun voraussetzen, dass der Mittelpunkt der Kugel 
nicht in der Höhe der Zone liejr.e, so dass also letztere jedenfalls 
nicht grösser als die Halbkugel ist, und wollen , was offenbar, ver- 
stattet ist, abnehmen, dass dfe Halbmesser 

Qi (ti> C>» Q*r • • • Qn 

nach ihrer Grösse aufsteigend geordnet seien, wobei unter der ge- 
machten Voraussetzung zugleich erhellet, dass diese Halbmesser 
fortwährend wachsen. Bezeichnen wir nun durch q die Entfernung 
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des Halbmessers g von dem höchsten l'uukte der Halbkugel, in 
welcher die Zone liegt; so ist nach einer bekannten Eigenschaft 
des Kreises 

• i - 

; . . , <N"=(f+5(«r- f -|). { 

also, wie h«q leicht findet, » •»' 'ad m «. 

* ^ . 



folglich 
oder 



A •?// 



[Qt-hQ A )<(Qi -Q) (Qi+Qh 

also — - %'\tr- 4vvvv^.- : 

: - ..M . . »fe*-^ («i i /«:. . • 

Wi| v;. <*t -M'.bij :.\ . " x -k. oft.» . ■ < 1 v \ \ » i ..-.i u) ,vm 

■ '*W l v-. J|j;!lJ;{ ••, ./.U.' ii || ' ; |||m{. l!'.. , ::.fl> «b inj» 

und folglich auch .i.»\trtS 

also Vtii 1» :» i ; -.1 Hin»!*;,.! ••,!» \ i.l.ii; v «i •;: ... .r; 

• 'ikt> l :rfaJ>»'«-i«mt:*l Mi .\ •;;! : ?•*!. ■»! 1 • •, .-.|. \A*fM 

■•:..*-n:<i im^,! .m, : "\ : >sl0 .^.„rr i^.\ 

* • * U »'JiJ'SifttfflHif'fti Ii-*-- \ uil tht :»(»•;// ,«l'ibii;viny 
ist, so ist nach dem Vorhergehenden . » . ii I\ ihu U 

Offenbar ist 

» >" •••» » 4 *!*' v + "X r..- \ !i*'f7 

» = (-)• + (9l - e y, y = (-)» +&,-«,)», 

also # 2 a O, 3 , und folglich auch Weil nun, wie 

sogleich erhellet, ™ ~ 1 ' • 

i#,»=r»-.r l \ i<V=r*-r,* 

ist, so ist 

• • •' . ■ <* l -.r.Tvr^^vT^.I :,.!,' „ .1, ;/ ' 

r«*>^ri.%-li*i folglich auch ^ woraus fiiqb fcruer WIII 



r — r a <^ r — r 



l 5 



(IM* 



d. i. nach dem Obigen <7 m ^ t>der <f, >- ergiebt, und ganz 
eben so ist nun überhaupt \ .kl-.i-n 



folglich 
oder 



-* u i« 



Weoo #» in's Unendliche wächst, so nähert sich ö*, bis sa je- 
dem beliebigen Grade der Null als seiner Gränze, und dies gilt 
daher nach dem Vorhergehenden um so mehr von der Grösse 

J»-+-<f,-J-<*, H 

. n 

Lässt man also in der oben gefundenen Gleichung 
' ^=2^(l- J| - | - J '- | -^ r - H - + ' r -) 

oder 



die Grösse n in's Unendliche wachsen, so nähert sich offenbar 2 
der Grösse Ihm als seiner Gränze bis zu jedem beliebigen Grade, 
und da nun nach dem Obigen diese Gränze der Inhalt Z der Ku- 
gelzone ist, so ist 

Z = Ihm. 

i 

Bis jetzt ist angenommen worden, dass der Mittelpunkt der Kugel 
nicht in der Höhe h der Kugelzone liegt Liegt aber der Mittel- 
punkt der Kugel in der Höhe so wird letztere durch enteren in 
zwei Theile B und h" getheilt, und es ist nun nach dem Vorher- 
gehenden, wenn wir die diesen Höhen entsprechenden Kugelzonen 
durch Z' und Z" bezeichnen, 

Z' = 2ÄW, Z" = Wrx. 
Weil nun Z = Z' + Z" ist, so ist 

und folglich, weil h = h-\-t? ist, wieder 

Z=zUm, 



-. • 



so dass also diese Formel für jede Kugelzone gilt 

Will man den Inhalt Ä der ganzen Kugelfläche haben, so 
muss man in der vorhergehenden Formel * = *r setzen, wodurch 
sich 
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I i 

Dass für dieselbe Kugel Kugelzonen von gleicher Höhe gleiche 
Flächen räume haben, ergiebt sich aus der Formel Z = <l/im auf 
der Stelle. Ueberhaupt erhält man den Flächeninhalt einer jt 



Kugelzone, wenn man die Peripherie eines grössten Kugelkreises 
mit der flöhe der Zone multiplicirt. Die ganze Kugel fläche ist 
Tier Mal so gross als der Flächeninhalt eines grössten Kugel- 
kreise». 



• X. 

Leber die Bestimmung des Schwerpunkts einer 

Kugelzone. 

Von 

* * 

* • 

dem Herausgeber. 



Der folgende elementare Beweis, eines bekannten Satzes der . 
Statik scheint sich uns durch seine Strenge und Evidenz, und da- 
her für elementare Vorträge der Statik zu empfehlen. 

Lehrsatx. Der Schwerpunkt einer Kugelzone, wor- 
unter wir wie gewöhnlich jeden von zwei Kugelkreisen, 
deren Ebenen einander parallel sind, begränzten Theil 
der Oberfläche einer Kugel verstehen, Hegt in der 
Mitte der die Mittelpunkte der beiden die Zone begrän- 
sendeo Kreise verbindenden Axe der Zone. 

Beweis. Man denke sich die Mittelpunkte der beiden die 
Zone begränzenden Kreise durch A und /?, die Axe der Zone also 
durch AB bezeichnet, setze der Kürze wegen im Folgenden AB=za 9 
theile die Axe AB in eine gewisse Anzahl gleicher Theile, z. B. in 
n gleiche Theile, und lege durch jeden Theilpunkt eine auf der 
Axe AB senkrechte, also mit den Ebenen der die Zone begrän- 
zenden Kreise parallele Ebene; so theilen diese Ebenen die gege- 
bene Zone in n Zonen von gleicher Höhe, die also nach einem 
bekannten Satze *) sämmtlich gleiche Flächenräume haben. 



•) M. s. z. B. den Torhergehenden Aufsatz oder Elem. de Geom. par Le- 
gendre. Onz. ed. Livre VIII. Prop. XI. 
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Läsat man;* ih-'s Unendliche wichsen, sei nähern sieh diese 
Zonen gümintlich immer mehr und mehr und bis itt jedem beliebi- 
gen Grade den Peripberieen von K reisen, deren Ebenen alle anf 
der Axe AB senkrecht stehen, im»! da nun die Schwerpunkte der 
Peripberieen aller dieser Kreise nach der Lehre vom Schwerpunkte 
in ihren Mittelpunkten, also sämmtlirh in der Axe AB liegen; 
so muss offenbar nach der Lehre vom Schwerpunkte auch der ge- 
suchte Schwerpunkt der gegebenen Zone in deren Axe AB liegen. 

Um nun die Lage des Schwerpunkts der gegebenen Zone in 
der Axe AB zu bestimmen, bezeichne man dessen Entfernung von 
dem Punkte A durch und anf ähnliche Art seien 

die Entfernungen der Schwerpunkte der o gleichen Zonen, in welche 
die gegebene Zone getheilt worden ist, von dem Punkte A nach der 
Ordnung dieser Zonen, von dem Punkte A an gerechnet. Dann ist, 
wenn wir den Flächeninhalt der gegebenen Zone durch Z, also den 
Flächeninhalt jeder der n gleichen Zonen, in welche die erstere 

getheilt worden ist, durch — bezeichnen, nach der Lehre vom 

Schwerpunkte • 

Z 

(x x -f- .r, & % . . . -f- ^«)— = 
und folglich , t 

SC ] — |— 2 i • • • Hp™ *ji 

n 

Nun ist aber, wie aus der Lehre vom Schwerpunkte leicht erhellet, 
weil oben AB — a gesetzt worden ist, 

a 

& — . 

' ■ \ ■) ■ 2a i • .: . 

J ^ n * 

j. i i I J >. ;•*! I I " l ■ > , . '\ T '« 

' n 

,*Jli'*A % *» II • • 1 ' ■ ' ' / ! t ► l .'I «. •• . •■ 

U. S. W. •» t •• iJ 

ii • .*\ * . »V. In • li Ä \\ a ,*i Million 

^r«>- 2 » ' • "» ^ 

also nach der Lehre von den arithmetischen Progressionen 

• .! ':: i.,% .. ; >,• • • • ;: •• . ... * v f : *V, ' . 

und ganz eben so ist 



* - * «Tin •# • * ♦ ' 

Ü. 8. W. 

»: — •»'. sa ». i ,tjf ; ! i .* il'i/. . •, 

also nach der Lehre ton den arithmetischen Progressionen? * 

^! ■+• + «^i + • • • + ««I» *< — 20 — Ä * 
Folglich ist für jedes positive ganze n 

■Tl+^+^iH \-Xn /J *\ « 

w ^ l 2 2n' ' 

- , » .< + ^ 

also nach dem Obigen für jedes positive ganze n 

Wäre nqn nicht so könnte nur *: fi 

sein. Wäre zuFörderet; ^ 

= \a -h (f, 

so nehme man, was offenbar immer möglich ist, die positive ganze 
Zahl m so, dass ■ - i «tq< * i. • J » • , l , 

, £<<> 

ist; dann ist offenbar 



2 ' 2/i 



i i. a:>(4-4- ~) «, da doch nach dem Obigen für jedes posU 



tive ganze u 

2 1 2« 



, 1 1 * • .r ' < 1 1 tut 

( V + ^) « 



ist. Wäre ferner ; ' - » • 

so nehme man die positive ganze Zah| n wieder so, dass 

»>£> al8li 

ist* dann ist offenbar 1 >' \ nii 

' #• Ii ••,«•.! r <. •! .«».i*» Uli» ir" - •» r*. i«»»/ 'i'r.i'i-n k 

*2 2aJ a ^*" °> 



t • i * « 
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1 1 

d. i. je <^ (-^- — — ) a, da doch nach dem Obigen für jedes posi- 
tive ganze n 

ist. Also kann weder x = \o -f- J, noch = ja — c? sein , und 
es ist folglich f=jf, wie behauptet wurde. 

Der Schwerpunkt einer Halbkugel fläche liegt also in der Mitte 
ihrer Höhe, d. h. in der Mitte ihres auf der Ebene des sie begren- 
zenden gross ton Kugelkreises senkrecht stehenden Halbmessers. 



XI. 

Einige Bemerkungen zu der Abhandlung Nr. 1Y. 
in diesem Hefte über Recursionsformeln für 
die Bernoullischen Zahlen. 

Von 

Herrn A. Göpel 

zu Berlin*). 



Die in dieser Abhandlung entwickelten recurrenten Formeln 
(11 — 17) lassen sich aus derselben Quelle etwas einfacher ablei- 
ten, wenn man aus der dort gebrauchten Methode alle ausser we- 
sentlichen Elemente ausscheidet. So z. B. gelangt man zu der For- 
mel (11) , wenn man die Gleichung (5) 

^ — * cot ifti = iÄ l o>-h^ 1 ^-r-V f Ä l ^- r - . .. 
mit der Gleichung 



°) Herr Göpel in Berlin hat die Güte, die erste C orrer. tu r des Archivs 
xu besorgen, wodurch es erklärlich wird, dass Herr Göpel die Ab- 
handlung Nr. IV. in diesem Hefte kennen konnte, bevor dasselbe aus 
gegeben wurde. G. 
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r ' 

muUiplicirt. Mon erliSlt dann 

^ coa U ) = iB,w>-{ r ± v B,-^p £,)««<+... 

Entwickelt man jetzt auch die linke Seite, so giebt die Ver- 
gleichung der beiderseitigen allgemeinen Glieder nach flinweg- 
schaffung der überflüssigen Kuctoren unmittelbar die Formel (11). 
Ein ähnliches gilt für die übrigen. 

Bezeichnet im allgemeinen 

• 

irgend eine der Gleichungen (5) — (7) oder irgend eine andere Ent- 
wicklung, deren Coefficienleu einfucb durch die Bernoullischen oder 
Secanten- Zahlen bestimmt sind, und multiplicirt man dieselbe mit 
irgend einer andern Entwickclung 

f(cü) =z6 Q -i- 6 t uj -t- Ä,oi 3 -+- . . . 

so erhält man F{w) ./(to) gleich einer Reihe, deren allgemeines 
Glied leicht darstellbar ist. Ist nun die Function f(w) so beschaffen, 
dass sich das Product F{w)./(w) vermittelst trigonometri- 
scher Relationen in ein Aggregat einfacher trigonome- 
trischer Functionen umformen lässt die sich mit oder 
ohne Hülfe der Bernoullischen und Secan ten - Zahl en 
entwickeln lassen, so crgiebt sich durch Vergleichung der all- 
gemeinen Glieder immer eine Recursionsformel tür die genannten 
Zahlen; untermischt oder gesondert, je nuchdem man die' Functio- 
nen F und / wählt. Enthält die Entwicklung von f(w) die Ber- 
noullischen Zahlen nicht, so wird die Formel in Bezug auf sie 
linear; dergleichen f{to) sind sin o>, sin 2w, . . . cos w, cos 2o>, 
... sin w*, u. s. w. Lässt sich f(u>) nicht ohne diese Zahlen ent- 
wickeln, so wird die Formel in Bezug auf sie von der 2ten Dimen- 
sion Man erhält z. B. die bekannten Relationen, wenn die Glei- 
chung (5) mit sich selbst multiulicirt und dabei die Formel 



angewandt wird. 

Hiebei versteht es sich von selbst, dass man auch, anstatt 
F(üj) mit f(to) unmittelbar zu multipliciren, vorher die eine Ent- 
wickelung, wie in der citirten Abhandlung geschehen ist, oder 
wenn man will beide Entwicklungen in bestimmte Integrale zu- 
sammenfassen und darauf deren Product wieder entwickeln kann, 
und auf diese Art mit etwas mehr Rechnung dasselbe Resultat er- 
wird. 



Da man sich dem Obigen zufolge Recursionsforraeln in belie- 
biger Menge verschaffen kann, so möchte es nicht von grosser 
Erheblichkeit sein, deren neue aufzusuchen; es gelänge denn eine 
solche aufzufinden, die einen tieferen Blick in den Bau dieser Zah- 
len verstattete. Indessen mag hier noch erwähnt werden, dass die 
Formeln (11) und (12) durch die einzige Formel 

l + w.J, -*-m n A % -+- = A m , *»>1 

ausgedrückt werden können, welche unter andern von Ettings- 

Tfaeil III. 5 
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hausen in seinen Vorlegungen über höhere Mathematik 
p. 282 aufrührt und aus welcher jene für m unpaar und paar her- 
vorgehen. In derselben bedeuten A A , A„ . . . die Bernoulli- 
schen Zuhlen mit abwechselnden Zeichen und es wird y^,= — ^, 
A , = . / t = . . . r= 0. Die in Grunerts Mathematischen Ab- 
handlungen. Altona 1822. 4. p. 57 ff. entwickelte Formel 

{2n)i (2n — 2)!3! " * * 51 1)»"*" (2*-|-l)! — ü 

oder 

2'(2»-t~ — 2«<2/*-+- l) 4 B, + . . . , 

+ (_ 1)«+12*«(2* -f- l)*.^2*_i = 

neblt ihrer Supplementarformel 

- 2*(2*) 4 tf , + .... + (— l)*+i22N(2«) 2 „Ä 2(t _ 1 

= 2* — 1 -H (— 1)*(2*« — 2)^—1 

ersieht die Formeln (14) und (15), nachdem man letztere durch 
Addition von beziehlich (12) und (13) etwas vereinfacht hat*), wo- 
nach die Differenzen in den einzelnen Gliedern herausfallen. Sie 
lassen sich beide in die eine Gleichung 

\-j r 2m l A l •+- 1*m t A % + 2*m 9 A t -+.....= — (2« — 2)A m 

zusammenfassen. Die Formel (17) endlich hat unter andern Bar- 
tels in seinen Vorlesungen über mathematische Analy- 
sis Dorpat. 1837. p. 203 gegeben. Nach gehöriger Vereinfachung 
lässt sie sich mit der (16) in die folgende vereinigen: 

1+2 , /» 1 ^ 1 H-2*«j,^,+2« (2--2M„, 

wo C,, f 3 , ... = 0 und C OJ t\, C 4 ,.,. die Secantencoefficienten 
mit abwechselnden Zeichen sind. 

Am leichtesten erhält man alle drei, wenn man in die Grund- 
formel (5) imaginäre Argumente einführt, woraus 

•\ 

e — 1** tu* . cd* 

i» Cot*» — iut = \<* ^—^l-hA^ + A^ + A,-^-*-... 

entsteht, und diese der Reihe nach mit 



^=1 + 



2^2». 2! 



2« .2! 



°i Wodurch aber der Werth der Abhandlung Nr. IV. keineswegs geschmä- 

lert wird. G. 



Google 
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multiplicirt, wobei die Relation @<R =got \w — got \u) zu be- 
rücksichtigen ist. Dass die obigen Formeln auch mit abwechseln- 
den Zeichen dargestellt werden können, bedarf bienach kaum einer 
besonderen Erwähnung. 



■ 



XII. 



Gleichung der graden Linie und der Ebene, 
auf schiefwinklige Coordinaten bezogen. 



■ 4 * 



VOD 

1 ■ I * • *» • • 



Herrn Dr. Ufte den kam p 



Oberlehrer der Mathem. und der Narurwissensch. am Gymnasium zu Hamm. 



• » _ _ 

» « 



Rristallographische Untersuchungen, die mich seit einiger Zeit 
beschäftigen, mach ich es notbwendig, die Gleichung der Graden 
und der Ebene auf schiefwinklige Coordinaten zu bezieben, wo- 
durch in gewissen Fallen diu kri«lul Machen zu den Axen des Kri 
Stalls eintacbere Beziehungen erhalten. Da die bieher gehörigen 
Sätze auch noch wohl anderweitiges Interesse haben, so theile ich 
hier Einiges, die grade Linie und Ebene betretend, im Zusammen- 
hange mit. 

Die drei Coordinaten - Axen bilden bei einem scbiefwinkligen 
Axen- System eine dreiseitige Raumecke , deren Spitze wir mit 0 
die drei Seiten durch //. C uud die des Polardreiecks durch 
A\ B\ (" bezeichnen. Denkt mun sieh nun durch einen Punkt P 
im Räume mit den Coonlinateu - Ebenen parallele Ebenen gelegt, 
so schneiden diese von den Axen Langen ab, die die Coordina- 
ten des Punktes P genannt werden, uud die wir durch 4?, //, % 
bezeichnen wollen; nie Cosinus der Winkel, die OP mit den drei 
Axen bildet, sollen durch o, ß % y bezeichnet werden; eben so wol- 
len wir, wenn die Entfernung OP gleich der Einheit ist, ar 9 y, % 
durch a, 6 t c bezeichnen. 

1) Der Zusammenhang der Grössen a t c und «, ß, y ist nun 
folgender, wie mau sich leicht deutlich macht: 

a — a b cos C -+- c cos 

ß=;6-\-c cos ß-+-a cos € % 

yz=zc+* cos B-\-h cos A, 



1 1 
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* * 
1 * ■ 

oder auch: 

a/I* = (a sin A-\-ß sin B cos C'-\-y sin , C cos B') sin A 
bJI*z=(ß sin B + y sin C cos A' + u «in ^ cos C) sin 
c/Z a = (/ sin C-*-a sin ^ cos ^-f-/? sin B cos sin C\ 

WO ' ' 

# a = 1 — cos M — cos - cos * CH- 2cos A cos ß cos C 

2) Die Entfernung des Punktes P von 0, die wir durch r be- 
zeichnen, wird so ausgedrückt: 

»' J =^+r+Ä , + 2^ry cos CH-2.rx cos /?-f-2ya cos ^ ; 

setzt man r=l, so wird unserer Bezeichnung zufolge: 

l = «*-t-£*H-c 2 -*-2ÄÄ cos C-\- s Uc cos B -\-1bc cos y#, 

oder au cli, für «r, 6, c die Wert he aus (1) gesetzt;: 

77* =a» sin »,4+0* sin *B+y* sin > C+2aß sinA sin Ä cos C 

+ 2«/ sin A sin C cos Ä' + 2fr sin // sin £ cos A. 

Hieraus erhält man auch noch leicht folgende Relation: 

1 = aa -f- ßb + yc, 

3) Die Entfernung zweier Punkte (aryx) und (a^y'z') ist, wenn 
wir dieselbe durch q bezeichnen: 

Sa 

(» 2 = — * -f- (y — y 7 ) 1 -f- ( * — *') * -f- 2(o: - ^) (y-yO cos C 
-f-2(^ — ^) (* — *') cos ^ + 2(y — y*) (* — *0 cos J 
= r a -+-V* — 2I(^y + ^/y) cos C+ (.r*' + ar'x) cos // 

* 

+ (y*' + *'y) cos 
=(y»'-y f *)» «n x A+{x>%—xx f y sin »tf+^y— y^r)* sin't 
+ 2(yV — y*) [#% — irV) sin ^ sin cos 0» 
+ 2(yas' — y«) (^y— y^r) sin ^ sin C cos B' 
+ 2(*'*— (^y — y^r) sin sin C cos 

wenn r und r' die Entfernungen der Punkte (&yx) und (.r'yV) 
von 0 sind. 

4) Die Gleichung einer Graden, die durch den Mittelpunkt der 
Coordinaten geht, ist folgende: 

a b 

* = T *. y=-* 5 

wo «, b, c die Coordinaten des Punktes der Linie sind, dessen 
Entfernung von 0 der Einheit gleich ist, und die Determinanten 
der Linie genannt werden; eben so nennen wir auch die Cosinus 
der Winkel, die die Grade mit den Axen bildet, die Determinanten 
der Linie, und bezeichnen sie durch die respectiven griechischen 
Buchstaben a, ß, y, wodurch man also für eine Grade ein Determi- 
nanten-Paar erhält. Bei rechtwinkligen Coordinaten- Axen ist 
a = o, ß — b, y = €. 

Die Gleichungen zweier Linien, <iie parallel sind, werden: 
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x? = Ax + B, yz=A'x-{-B' 

<v = Jx-t-C, y = A'x-\-C'. 

Geht eine Linie durch zwei Punkte (a:'y'x% {a/'y"*"), so ist de- 
reu Gleichung: 

af-x" x"X - z"x y'-tf* , 

*~ X '- X " »■+■ V— TZ.*"*'*' i' — x" • 

5) Sind die Determinanten - Paare zweier Linien a, b, c, a, 
Ä, v und «r 7 , ß\ f\ so 6ndet man den Neigungswinkel y 

dieser Linien mit Hülfe der Formeln (3), wenn man für die dorti- 
gen r und r die Einheit setzt: 

cos v = **'H-^ + «7'-t-(<5c'-M'<?) cos A -f- [ad -h ca') cos B 

+ (^ + ^) cos C, 

oder mit Hülfe der Relationen in (1): 

cos v = €t(/-t-l>ß' + c/ = a , a-t-&'ß + c'y. 
Nennt man die Projectionen des Dreiecks auf die drei Coordinaten- 
Ebenen, dessen Seiten 1, 1, o sind: -5-, -5-, wo dann v der 
der Seite £ gegenüberstehende Winkel ist, so wird auch nach (3): 
sin *v= D 7 + />' a -f- D"* -H 2 DD 3 cos C'-hZDß" cos J?' 

-f- 2 /?'/>" cos 

Es ist nemlich: 

D = (lfc' — 6'c) sin ^, /y = (c«' — «c') sin 

= sin C; 

setzt man' nun noch : 

b=zßf-yP, A'=r«'-«^ A"=«/^-«% 

so erhält man noch folgende Relationen: 

A = cos <?'-*-/*" cos Ä') sin ^ 

A' = c0 » cos ^')'«" * 

= cos B'-t-D' cos v*') sin C 

ZM7* = (A-t-A' cos ^H-A" cos Ä ) sin ^ 
IM* = cos ^-r-A" cos -f*) B,n 

D"II % = (A ; '-f- A cos #-+-A' cos ^) sin ^ 

17» sin 'v=A 5 4- A" + A" a -T- 2 AA' cos 2AA" cos B 

-4- 2A'A" cos A. 

Die Bedingung, dass zwei Linien auf einander senkrecht sind, ist: 
o=zaa!'\-U'-\-c<?-\-(cb , -\-c?h) cos A \ad ö'c) cos /? 

-4- -T- cos C, 

oder 

l = 0*-f- + aZJZI' cos C -f- 2/>/r cos Ä ' 

;., +1D'D f cos 
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6) Die Lage einer Ebene gegen die Cunrdinaten • Axen ist be- 
stimmt durch die Lage und Länge des auf die Ebene gefällten 
Perpendikels. Wir werden auch das Determinanten - Paar dieses 
Lothes das Determinanten - Paar der Ebene nennen. Wird das 
Determinanten - Paar einer Ebene durch a, b, r, a, ß, y bezeichnet, 
das Perpendikel durch />, so ist die Gleichung der Ebene: 

die Gleichung des Lothes: 

, a & 

die Coordinaten .r'yV des Fusspuiiktes des Lothes sind . 

£c' = ap, t/=£//, x' = cp. 

Bezeichnet man die Längen der Linien, welche die Ebene von den 
Coordinaten- Axen abschneidet, durch //'/'. dann ist auch die Glei- 
chung der Ebene: 



SLjl. V. -i_ iL — 1 



7) Die Determinanten -Paare einer Ebene zu finden, die durch 
zwei, im Mittelpunkt des Coordiuaten - !Syst< ms sich schneidende 
Grade gelegt ist. Seien die Determinanten -Paare der gegebenen 
Linien b\ c\ ß\ f und b'\ c\ et", /J", y\ und die der 
gesuchten Ebene a, b, c. a, ß, sn findet man nach einigen Re- 
ductil ncn : 



n a= ^jy, m^&LzZL, nc= «X^£JL. 

sin v 1 . sin v 7 siu v 

(//c" — b"c')ll (ca" — a'c")n (ab' — o'AVT 

a = : — , ß = : V= : ? 

Will 1/ 7 I k. 1)1 1/ ' Gill 1/ ' 



sin y - ' • sin v * sin y 

wo v die Neigung der beiden Linien ist und ZT die oben angege- 
bene Bedeutung bat. Die hier gefundenen Determinanten sind zu- 
gleich die Determinanten der Durchsclmittslinfre zweier Ebenen, de- 
ren Determinanten die der gegebenen Linien sind. 

8) Der Neigungswinkel zweier Ebenen ist das Supplement des 
Winkels, den die anf die Ebenen gefällten Lothe mit einander bil- 
den, ii ml wird also nach (5) bestimmt. 

9) Will man die Determinanten - Paare einer Ebene linden, die 
den Neigungswinkel zweier Ebenen halbrrt. so dienen dazu nacl 
(5) folgende Gleichungen, wenn v der Neigungswinkel ist, a\ b\ c 
a\ ß\ y' und a\ b\ c'\ a", 8P % f. die gegebenen und a, b, c 
«, ß } y die gesuchten Determinanten - Paare sind : 

sin ^-z=a'a-+- ß'b -f- y'c = aa' + ßb' -f- yd> 

l 

sin y ^ o"« + ^ -f - i= ««" + /?^" + /f"; v 

denen noch nach (7) diese hinzugefügt werden können: 

0 = a(ß'y" — ß"y') -h b[fa" — y»oi) -4- c(<tß* — a»ß') 
0 == a(b'c" — b V) -T- ß(c'a" — a'J') + y(a'b" — «"<*). 
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Abi diesen Gleichungen erhält mau nach einigeu Reductil) nen 



c" 



2 .in | 2 sin £ 2 sin £ 



2 sin 2 sin 4r 2 sin "TT 

2 2 2 

■ - . 

10) Um die Determinanten -Paare der Ebene zu erhalten, wel- 
che den Nebenwinkel von v hatbirt, braucht man nur in den vor- 
hergehenden Formeln — — l/\ — c" statt a", c" und n — y 
statt v zu setzen, und man erhält die Determinanten -Paare a lf 6 lt 

«i = 7» Fi = 7» Y\ — ~> 

" / 2 cos — - 2 cos 2 cos -— 

..•-»». * ~ 

it • #» ' 

a" , ^— y'— y" 

2 COS — 2 COS y 2 COS- 

. * * 

11) Eben so leicht kann man auch noch das Determinanten- 
Paar der Rhene findeu, die mit den gegebenen Ebenen die Winkel 
9' und y bildet, so dass <\ \ 7 — » ist. Man findet auf gleiche 
Weise, wenn dieselben Bezeichnungen wie die Vorigen beibehalten 
werden, folgende Formeln: 

a cos 7 ■+- et' cos 7 ' _ b' cos y -\- h" cos 7 ' 
sin f 9 r sin y 

d cos y-t-c^ cos y' 

* sin v 

a' cos cr-f-«" cos y' . p 1 ' cos y«f-ft" cos 7' 
sin v » sin y 

/ cos y-Hy" cos 9>\ 

c . ■ ■ • 

* • / • sin * 

«' sin y — a" sin y' . U sin y — 
1 sin v * ri sin y 

d sin y — c" sin y' 

* — ihTT » 

«' sin y — a" sin y' . ft* sin y — /S" sin y' 
1 sin y • ' 1 sin v 



sin y 



sin v 



y stn y — y" sm y' 



sin v 



Der Fall, wo y — y' = y, kann hieraus auch leicht abgeleitet 
werden. 

12) Die Determinanten -Paare einer Ebene zu finden, die durch 
die 3 Punkte (a^.*»), (^,y,*,) gelegt wird. Sind die 

gesuchten Determinanten -Paare «, c, o, ß, so erhält man zu 
ihrer Bestimmung folgende drei Gleichungen nach (6): 
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«^i -+-ßt/i -fr»! =/» 

aus denen man durch Elimination zweier Unbekannten, z. B. /?, y, 
erhält: 

p — y«**)-*-*»(»iy. — yi*i)-+-*i(yi** — *iy«)" 

Multiplizirt man den Zähler mit sin L so wird derselbe der dop- 
pelte Kläcbenrauin der Projectiou des durch die drei Punkte geleg- 
ten Dreiecks auf die Coordinaten - Ebene (//.r): nennt man daher 
diese A UD( ^ den Kenner A so erhält man, wenn noch A'j A" die 
Projectione.n desselben Dreiecks auf die beiden andern Ebenen ge- 
nannt Werden, diese drei Gleichungen: 

« sin A=z^ ß sin B = j£, Y «o C =^' ' 

* i 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung (1): 

m = «» sin M -f- ß* sin a ^ ~h sin a C-f- 2a/ sin A sin C cos B 
-+-2aß sin ^ sin B cos C -t-lßy 8 «n ^ »>n C cos ^' 

und bemerkt, dass wenn durch D der Flächenraum des durch die 
drei Punkte .gelegten Dreiecks bezeichnet wird, 

/?' = A i -f-A' 2 -f- A" 3 4- 2AA' cos C-f 2AA" cos B' 

, H-2A'A"co*^' 
ist, und daher ; , 

/7=*^ oder KTI = pD\ * 

a sin A = ^n, ß MB /? = -| 77, / sin Cs^ /T; 

«i70 = A -f- A' cos A" cos Ä', 

M/) = £ + A" cos ^' + A' cos C, 
rj7Z> = A"-*- A cos #'H- A' cos X 

13) Wir wollen jetzt noch die Coordinaten o?, y, x eines 
Punktes /* auf ein anderes Coordinaten • System von demselben 
Mittelpunkte übertragen. Wir bezeichnen die Coordinaten eines 
Punktes, auf die neuen Axen bezogen, durch a?> i/, die Winkel, 
die die neuen Axen mit einander, bilden, seien ./,,. /? 0 , C 0 ; die 
Winkel des durch A 0 , B of C 0 gegebenen Polardreiecks A' 0 , 
C' Q ; ferner die Determinanten -Paare der Axe der af, auf das ur- 
sprüngliche Axen - System bezogen: </, 6, c, a, /?, /; die der Axe 
der fi a', b\ c' y a', /?', / und endlich die der Axe der V: a\ b\ 
c", a", ß\ f> und 

tf«' = 1 — cos *A 0 — cos *I? 0 — cos • C 0 -|-2cos A 0 cos B a cos C 0 . 
Hält man diese Bczeichuugen fest, so findet man: 
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* * * 

x } — ax by -\- cx, » * , 

x , = a t, a?-{-b n y-t-c'x; 

und umgekehrt: 

= (Vc — cd")*' — cb)y +(öc' — 
jty = (c'a — c'V)^' -|- (<«?" — ca")y -+- — «?>' 



Zusammenhang der Grössen «, //, c und «, /?, / u. s. w. ist 
nach den Gleichungen in (1) dieser: 

a = a-t-a cos C 0 -\-a" cos 2? 0 , 

a' = a •+■ a" cos A 0 «' cos C a , 

«" = «"-+-«' cos ./ 0 + ^/ cos Z? 0 , 

ß=zb + b' cos C 0 -»-$" cos Ä 0 , 

= cos ^ 0 -M' cos C 0 , 

p'=:b" + b' cos -^ 0 -4-£ cos 

y = c~\-c cos C 0 -t-c" cos 2? 0 , 

y = <?' -4- c" cos ^ 0 -4- c cos C Q , 

y" = c" -t- c cos B 0 c cos 

Ks finden noch eine Menge anderer Relationen zwischen den Con- 
stanten der beiden Axen - Systeme statt, wovon noch folgende hier 
ihren Platz haben mögen. Nennt man die Determinanten -Paare 
der drei neuen Coordinaten- Ebenen nach einander: m, n, /», /*, 
>', n u. s. w., so erhält man nach (7): 

n m =?frfj, n*=&^£, jt p ="X^i 

sin A„ ' sin A n ' r sin A, 

sin B a 1 am ß Q 1 r sin B Q 

, (cb'-c"b)n , {c"a - ä'c) „ . (ba " - b 'a) „ - 
* =— n -B Q —> V = sin*. ^ * =-^rWr n 

(bc' — cb') ., ca' — ac' ., ab' — a'b^. 

cos A. = a'ot' -4- b'fT c'f = «V -+- b"$ + c"y\ 
cos B 0 =aa + b''ß-hc"y = a«+bß'' + cy\ ' - 
cos C Q z=z*a' + bß + cy'=zaa + b'ß + cy. 
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cos if 0 = »ju -fr- /* » -\- pn = #w /* )- -f- ;» , 

cos = m/i" *v" -f- pjt" 5= «Tp -4- » V p"jr, 
. cos C 0 = m(A -+- -4- jwr' = -f- »V -+- p'n. 

3 // tt 0 / II Bl 0 0 0$ 00 0 

sin ^ 0 ' sin A 0 1 sin ^ 



o 

V * * tt t ## 



*» /» — n P tt a V m — P m tt m n — nm „ 



sin Zf 0 ' sin Zf 0 ' sin Zf t 

Wi' —V" 71 n & tnp" — m "p „ . nm" — ri'm n 

Är^aEj=Ä nc' = ^~^ 

sin 6 © ' .sin 6 D ' «in C^ 0 

np' — ifPrr o» — P m tt i--. mn — m n tt 

" = ~^T"~ 11 > P — S in 6" 0 r = sin C'„ Ä 

«<py # - /*Y) + «W — ftQ -+- «'W - tf) = nn 0 

Die letzteren Formeln bestimmen noch die Determinanten der neuen 
Axcn durch die Determinanten der neuen Coordinnten - Ebenen. 
Durch die im Vorstehenden gegebenen Formeln lassen sich alle, 
die gegenseitige Abhängigkeit der Kristalifläclien betreffenden Auf- 
gaben der Kristallographie losen. 



i 
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XIII. 

Neue Construktion einer Lambert'schen Auf- 
gabe aus der praktischen Geometrie. 

Von 

Herrn G. D. E. Weyer 

Assistenten an der Sternwarte zu Hamburg. 

- 



Lambert gieht im ersten Theil seiner Beiträge. Seite 
72 die folgende Aufgabe, welche er eine der schöusten und zu- 
gleich eine der! schwerstes aus der praktischen Geometrie nennt: 
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Die relative Luge von sechs Punkten in bestimmen, 
wenn man in dreien derselben die Abweichung der drei 
übrigen von der Mittagslinie beobachtet hat. 

Die folgende Auflösung gründet sich auf der eleganten Con- 
struction der Porhenotschen Aufgabe von Hessel und Kulen- 
kamp, auf weiche Claussen in Nr. 430. der Astronomischen 
Machrichten aufmerksam machte und welche sich in Grunerts 
Geodäsie Seite 224 vorgetragen findet. 

Bezeichnen die Buchstaben / . B, C (Taf. 1. Fig. 10.) die drei 
Stationen und D, />, F die drei observirten Punkte, so sind zu- 
nächst gegeben die Winkel 

DAE.EAF 

/JBE, EBF i i > •. 

DCE % ECF ■ ' " .' : J :; w>x 

wodurch in Verbindung mit der Mittagslinie, auch folgende Winkel 
bekannt sind: ,.«.,, <j 

't ••• ADß, BDC 

A£,0, B&L „, , v ,,■ 

. mnU .. 's iu i AFB,BFC 

k". Betrachtet man jetzt die Punkte h A\ B, C, D als eine Pothe- 
notsche Aufgabe und construirt z. 8. über der will k Uli Hieb ange- 
nommenen Linie AC die Winkel CAC=BDCum\ ACG=ADB, 
so liefert dies einen Durchschnittspunkt G, welcher mit O und B 
in gerader Linie liegt. Eben so geben die Punkte A y B, C, E 
einen zweiten Durchschnittspunkt //, welcher mit E und B in einer 
geraden Linie liegt, und so auch die Punkte I, B. C, F einen 
dritten Durchschnittspunkt ./, welcher mit F und B in gerader 
Linie liegt. Die drei Punkte G, //, ./werden also bekannt, und 
da man auch die Winket kennt, welche sie von dem Pun kte B 
aus gesehen bilden, so ist dieser Punkt B und folglich alle übrigen 
leicht bestimmt. 

1 . • ' • • ♦ \ . 

,i / , l- Iii . c v \ . , "P !*~" *. ::*» J • 

-|j .1 ' «» iv.f i : ••/.' j • ,t.j/ . :• / • ■ •'.••■»; 

• *i '♦. ! i ' t 't\ 11 t. , • Ii/'.. , .'''«*: »f»tj 

IS • M»,*! t .. • .'. 4 . ,kl Ii : .• • . •. ) I 

Zusatz des Herausgebers. 

Die vorhergehende schöne Coostruction des obigen Lambert- 
sehen Problems, welches jedenfalls bei geodätischen Aufnahmen 
Jjäufig mit grossem Vortheil angewandt werden kann, veranlasst 
mich zu der Mittheilung der folgenden analytischen Auflösung die- 
ses Problems, weil mir die von Lambert selbst a. a. 0. S. 81 
gegebene analytische Auflösung, insbesondere weun man sich der 
Coordiontenmethode zu bedienen beabsichtigt, nicht so einfach zu 
sein, und namentlich nicht ohne alle weitere Berücksichtigung der 
Figur oder , vielmehr des durch dieselbe dargestellten speciellen 
Falls zum Zweck zu fuhren scheint, wie es wohl su wünschen 
wäre, wobei übrigens auch nicht unerwähnt bleiben darf, dass der 
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von Larabert a. a. 0. gegebene analytische Ausdruck falsch ist, 
indem sowohl im Zähler, als auch im Nenner desselben, aus Ver- 
sehen ein Factor ausgelassen worden ist Der Fehler wurde zu- 
erst von Good entdeckt (Lambert's gelehrter Briefwechsel. 
Bd. 2. S. 232), und von Lambert (Kbendas. S. 236) anerkannt. 
Die richtige Formel findet man u. A. in Meier Hirsch 's Sa mm* 
lung geometrischer Aufgaben. KrstcrTheil. Berlin. 1805. 
S. 86. 

Die sechs Punkte wollen wir jetzt durch 7, A }i A 2 und A\ 
si\, A\ bezeichnen, und wollen annehmen, dass in jedem der drei 
ersten Punkte A . A t , A % die Winkel gemessen worden seien, 
welche die von jedem dieser Punkte nach den drei letztern Punk- 
ten A\ A\, A' 2 gezogenen geraden Linien mit gewissen von den 
drei erstem Punkten aus nach denselben Seiten bin gezogenen 
einander parallelen geraden Linien einscbliessen, wobei diese Win- 
kel von den in Rede stehenden einander parallelen Linien an im- 
mer nach denselben Seiten hin von 0 bis 360° gezählt werden sol- 
len. Die von L A l , A t aus nach denselben Seiten hin gezogenen 
Parallellinien können die nach Norden oder Süden gerichteten 
Theile des astronomischen Meridians oder auch die gleichnamigen 
Theile des magnetischen Meridians sein. Näherungsweise kann 
man aber auch die von A A { , A 2 nach einem und demselben 
sehr weit entfernten Punkte E gezogenen Linien anwenden. Sind 
die Entfernungen des Punktes E von den Punkten A, A t , A t% 
und die Entfernungen der drei letzten Punkte von einander nähe- 
rungsweise bekannt, so ist es in dem letzten der drei obigen Fälle 
leicht, die Parallaxe zu berücksichtigen und gehörig in Rechnung 
zu nehmen, wozu eine besondere Anleitung hier nicht erforderlich 
ist. Die drei von den Punkten A, A % aus nach denselben 

Seiten hin gezogenen einander parallelen geraden Linien wollen 
wir im Folgenden der Kürze wegen schlechthin die Axen nennen, 
und wollen nun die folgenden Bezeichnungen einführen. 

Die von den Linien AA\ AA\ ) AA' 2 mit der von A aus ge- 
zogenen Axe eingeschlossenen, von dieser Axe an nach derselben 
Seite bin von 0 bis 360° gezählteu Wiokel sollen respective durch 
«, ß. y bezeichnet werden. 

Die von den Linien A X A', A X A\^ A X A\ mit der von A t aus 
gezogenen Axe eingeschlossenen, von dieser Axe an nach dersel- 
ben Seite wie vorher hin von 0 bis 360° gezählten Winkel sollen 
respective durch bezeichnet werden. 

Die von den Linien A 2 A\ A % A X \ A 2 A\ mit der voo A 2 aus 
gezogenen Axe eingeschlossenen, von dieser Axe an nach dersel- 
ben Seite wie vorher hin von 0 bis 360° gezählten Winkel sollen 
respective durch a a , y bezeichnet werden. 

Die von den Linien AA ,. ,7.7, mit der von A aus gezogenen 
Axe eingeschlossenen, von dieser Axe an immer nach derselben 
Seite hin wie vorher von 0 bis 360° gezählten Winkel wollen wir 
endlich respective durch </\ tf> bezeichnen. 

Nehmen wir nun in jedem der Punkte .7, A x , A % die von 
diesem Punkte aus gezogene Axe als den positiven Theil der 
Abscissenaxe eines rechtwinkligen Coordinatensystems an, in welchem 
der positive Theil der Ordinatenaxe eine solche Lage hat, dass 
man sich, um vou dem positiven Theile der Abscissenaxe durch 
den Coordinatenwiokel hindurch zu dem positiven Theile der Or- 
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dinatenaxe zu gelangen, nach derselben Richtung hin bewegen 
muss, nach welcher von den von 7. A xs aus gezogenen Axen 
an die Winkel a, ß, y; a,, ß xi f\ » a *' / 3 von 0 bis 360° ge- 
zählt werden; so sind die Coordioaten der Punkte 

» ■» n -» s 
in dem Systeme, dessen Anfang A ist: 

/ -^4' . cos a, . sio a; 

1) \AA\ . cos /5f, -^4', . sin ß; 

\AA\ . cos . sin 

— . 

in dem Systeme, dessen Anfang A x ist: 

( A X A\ cos A X A' ,a\n 
2) KA X A\ . cos p n A t A\ . sin /?, ; 
\A X A\ . cos y M A X A\ . sio y,; 
in dem Systeme, dessen Anfang -/ 3 ist: 

. cos « 4 , ^ a ^' . sin a a ; 
A % A' X . cos AjA' t . sin /? a ; 
A % A\ . cos y a , A 2 A\ . sin p a . i 

Endlich sind die Coordinaten der Punkte 

A A 

io dem Systeme, dessen Anfang 1 ist: 

j^, .cos y, AA X .sin ?; 
I X4 a . cos ^, -^ a . sio V» 

Also hat man nach der Lehre von der Verwandlung der Coordina- 
ten die zwölf folgenden Gleichungen: 

i .cos a = .cos 9 -f- . cos a, 
= AA % . cos ^ «+■ A % A' . cos a 2 , 
ytf^' .sin a = ^^f t . sin <p •^-A x A f . sin o, 
= AA % .sin ^-f- .sin a a ; 

\AA' % . cos ßz=zAA l . cos y-f-yf,^', . cos /?, 
, . = AA 2 . cos ty-\rA % Ai X . cos /?„ 
. sin ß = AA x . sin y-f-^^f, . sin /?, 
= AA % . sin yt-t-A 2 A' x ■. sin /?,; 

f^^', . cos yz=zAA x . cos y -t-^,^' a . cos y x 
•s=iAA % . cos \p-\-A % A 9 . cos ;' a , 
-^4' a . sio y=zAA x . sin tp -f- A X A\ . sin 
z=zAA 2 . sin tfß-t-A 9 A\ . sin 

welche die dreizehn unbekannten Grössen 
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9>4 ty\ > . 

v . . AA , , ; 

AA, AA\% AA % \ 
A X A, A X A ,, A X A 

A^A • A^A |) A^A 3 

enthalten, die sich ulso aus den obigen zwölf Gleichungen nicht 
sämmtlich bestimmen lassen. 

Mao kann diese zwölf Gleichungen auf folgende Form bringen: 

AA x . cos <p =: AA .cos« — .cos et j 

= . cos /? — A X A \ . cos /?, 

= AA 2 . cos y — A X A 2 . cos y tl 

. sin <p=AA' . sin a — A X A . sin a, 

= AA X . sin — A X A X . sin /?, 

=. AA\ . sin y — A X A' % . sin y,, 

. cos tf> = AA' . cos a — A^A . cos a t 
= AA X . cos /? — A % A. X . cos /?, 
= y^^, . cos y — A t A' 7 . cos y,, 
AA% • sin tp=zAA' . sin a — A % A . sin a, 
= AA' X . sin /? — A^A . sin /?, 
=zAA\ . sin y — 'A % A 9 . sin y Ä ; 

und erhält aus diesen letztern Gleichungen ferner ohne alle Schwie- 
rigkeit die vier folgenden Gleichungen: 

IAA . sin (a— fi x ) —A X A . sin (a k — ß x ) = AA' x . sin (ß — ß x ), 
AA . sin (« — y x )—A x A . sin (a, — y, )zszAA t . »in (y — y x ), 
. 8ip,(a— —A % A . sin (« 2 — = y#^f 4 . sin (ß — 
. 8iq,(a— r/,) — . sin(« Ä — y 2 ) = AA % . sin (y — y s ); 
aus denen sich durch Division sogleich die beiden Gleichungen 



«) 



8) 



oder 



AA' . sin (« — ß x ") — ^ t /T . sin (« 1 — /? ,) sin (ß — ß x ) 

AA' . sin (a — 0 a ) — . sin (a 2 — 0,) sin (ß — 0,)' 

//^ . sin ja — y x ) — A X A' . sin («, — y x ) sin (y — y,) 

AÄ . Sin (a — y*) — ^a^' • si » («a — /a) 8 > n (y -» 

sin (q-^-^sin sin 

I- r o \ ^a^ ' / * ~ Sin 0» — /^)' 

sm (a — 0,) — -^r sin («, — 0,) 

9) \ \ A Ä 

sin (g — y.)— J^, sin(c,— y x ) .' v 
/f irf^ / 1 sin (y — y x ) 

t . . . . sin (y — y,) 

sin (a - y,> - -^p- sin (o, - y,) v 7S ' 
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ergeben, welche nun bloss noch die beiden unbekannten Grössen 

A % A? , A t *A 

a r±f .T* "5ff ■ . . 

enthalten, die sich also mittelst derselben bestimmen lassen. 

Zu dem Ende bringe man diese Gleichungen zuerst auf die 



Fori 



sin (a — /?,) sin (/? — ß % ) — sin (« — /*,) sin (ß — ß,) 



A,At 



l = sin («,-/?,) sin (ß-ß,).Jj 
i 



10) 



-sin (a a — /?,) sin (ß — ßi)>-}ir> 
sin (« — y,) sin fr — y s ) — sin (a — y a ) sin fr-*-»7i) 



* » A A 

[=sin (o,- r.) fr — f») • "^r 



V » 



— sin (a,- ir») »in fr — Yt) -J~f \ 

, - 

oder, weil, wie man leicht findet, ; 

sin («-/?,) sin -sin («-/?,) sin (/?-/*,) 

1 = sin (a-ß) sin (/?,-/?,), ! ' 
sin (a — y t ) sin fr — y t ) — sin (a — y a ) sin fr — y t ) 
= sm (a — r) sin fr, — f.) 
ist, auf die Form v ^ 

sin (o — ß) sin 



= sin (a, — 0,) sin (/* — /9 2 ) . -^r 



Aj£ 

Art' 



■ r 



-sin («,-/?,) sin Ör-Ä,).^; 
a — y) sin fr, — y.) j , 



«* > . -sin (a,-y a ) sin (r-ri).^g-? 

% • 

und erhält aus diesen Gleichungen, wenn man der Kürze wegen 

J£=sin (a — /?) sin (ß l -ß 2 ) sin (a, — y 3 ) sin fr — y,), 
[Jti =sin («-/?) sin (ß t sin (« t - r j sin fr-y,), 

X=sin (a — r) »» fri — f.) »in (a, — sin(0 — 0,), 
jZ/, = sin (a— y) sin 0», — y*) sin (« t — sin 05 — ß t ) t 
jlf=sin (a,— ft) sin (0 — /*,)- sin (o, — yj sin fr — /,), 
A=sin K-y.) sin fr-/,) sin sin (/?-/?,) 

setzt, ohne alle Schwierigkeit 
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t 

AA — U — W 



A 3 A 

AA 



' M-N' 
Hat man die Verhältnisse 

A | A A 2 A 

~äa> 1a 

mittelst dieser Formeln gefunden, so ergeben sich die Verhältnis»' 

7jn aa? 

mittelst der folgenden unmittelbar aus den Gleichungen 7) fli 
den Formeln: 

AA \ sin (er — ff,) sin (er, — ß t ) A X A 

AA sin (ß — ßt) sin (ß — ß x ) ' AA 1 



14) 



^_ sin — sin (er, — ß 7 ) A 3 A 

— sin (ß — ßt) sin (ß-ß 2 ) ' AA 1 

\ AA 2 = sin (er — y.) _ sin (er, — y.) A X A 
AA sin (y — y,) sin (y — y x ) ' AA* 

— stn — y») _ sin (et, — y,) if»^ 
sin (y — y,) sin (y — y,) * -Atf' 



Die Verhältnisse 



erhält man hierauf mittelst der folgenden aus den Gleichungen 6) 
sich unmittelbar ergebenden Formeln: 



15) 



IA X A X 




cos er 




cos er, 




cos /? 


AA t 


1 AA 




cos ß x 


cos ß x ' 


AA T 


cos ß t * 


AA 






sin er 


-f- 


sin er, 




sin /J 


AA t 






sin ß t 


sin ß t ' 




sin ß x 


AA " 


\A t A, 
1 AA 




cos « 
cos y, 


-f- 


cos er, 
cos y, 


AT 


cos y 
cos y. 








sin a 
sin yi 




sin er, 
sin y, * 


AT ^ 


sin y 
sin Yi 


^ » 


yi^A ', 




cos a 


■+- 


cos rt 2 




cos 0 




AA 




cos /S, 


cos ß 7 * 


cos /?, * 








sin er 


-4- 


sin er, 




sin ß 








sin ß 2 


sin ß 2 ' 


sin ' 




[ AA 




cos « 
cos y a 




cos er, 
cos y t 




cos y 
cos y 2 








sin a 


i 


sin a 2 




sin y 


AA t 






sin y, 


sin y a 


AA + 


sin y, 


1a' 



Zur Berechnung der Winkel r/> und tff hat man nach den Glei- 
chungen 6) die folgenden Ausdrücke: 
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tang 9 = 



sin ä — sin «, . 



m 



'rang ip = 



AA' 

cos « — cos ff, . 

sin a — sin a 2 . -£jr 



: ' _. 



oder 



cos « — cos a, . 

* 

1 - 



sin a, ^#i2f 



tang y = tang a 



16*) 



1 



sin « * AA" 
cos «, A X A* 
cos et * ^Li' 



sin « 2 y#,>4' 



tang 1// = taug er. 



sjn et AA' 



{ cos a 2 



4,4" 



cos a * AA* 



und zur Berechnung der Verhältnisse 

/f/*, AA\ 

AA* AA- 

hat man endlich die folgenden aus den Gleichungen 6) sich erge- 
benden Formeln: 



AA 



AA 



cos a 


COS ff, 


4^4 


cos </ 


COS (f> 


AA' 


sin » 


sin «, 


A X Ä 


sin <y> 


sin y 


AA* 


cos a 


COS ff, 


A t A' 


cos V» 


COS Xfj ' 


AA- 


sin o 
sin y 


sin ff 2 
sin V 


A 2 A 
~AA' 



Man muss für y> und 1// diejenigen der beiden zwischen 0 und 360° 
Hegenden Wert he nehmen, welche nach den Formeln 16) jeder die- 
ser beiden Winkel haben kann, die mittelst der Formeln 17) für 
die Verhältnisse 

AA X AA 9 i' . 

positive Werthe liefern, so dass also über die Art, wie man die 
Winkel y> und y> zu nehmen bat, nie eine Unbestimmtheit bleiben 
kann. 

Bezeichnen wir die Coordinaten der Punkte A x > A % und A', 
A\, A\ in dem Systeme, dessen Anfang A ist, respective durch 
X„ y ; JC„ Y, nnd X', T; X'„ Y'.i X'„ I»,, so ut nach 

X x =zAA x , cos y, y, = AA t .sin y; 

X 9 =AA % .eos V» y Ä ==^ a .sin i/; 
10. 6 
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X' = AA' . cos o, Y' CSC «^«4' . 8 i n a ; 



also 



18) 



und 



t — AA\ . 


cos 






. sin /?; 


• rff-<* , . 


cos 




» — 




• 

. sin y; 


Ä = cos 






^ " 


= sio 


i 

AA X 

9 ' A*> 


AA ~ 005 




.1.1 


il 


« 

— sin 


AA- 
V- AA 


X' 


* 

«, 




Y 

AA 


= sio 


a; 


X, 

Zr = coi 


/*. 


AA* t 
AA\ 


r, 


= sin 


a Ml 

p * AA ' 


r, 

^ = cos 


r • 


AA\ 
AA' 1 




= sio 


AA\ 
Y ' AA *> 



mittelst welcher Formeln man also jetzt auch die Verhältnisse der 
Coordinaten der Punkte A ti A ? und A\ A\ % A\ in dem Systeme, 
dessen Anfang A ist, zu der Linie AA 1 berechnen kann. 

Wir wollen jetzt bloss noch zeigen, wie man die Formeln 13), 
durch welche die Verhältnisse 

A x At A 9 A' 
AA" ~AA* 

auf denen die ganze übrige Rechnung beruhet, gefunden werden, 
nun durch Finführung von Hülfswinkeln zur logarithmischen Rech- 
nung bequem einrichten kann. 

Berechnen wir nämlich die drei Hunswinkel §, 5» mittelst 
der Formeln 

tano- v_ sln (« — Y) sin (y, — y a ) 
h s — sin («-/*) sin (ß 1 -/*,)' 

20)Jtang g = si " {a *-y^ sin ÜJZlal 
') 8 ?l sin («, -ß t ) sin (ß-ßj 

/lang '. iB 
, ö * 2 sin y,) sin (y — y t )' 

so ist, wie mau leicht findet, • 

A X A! sin (g — ß) sin (ff, — ß 2 ) 1 — tang £ tang | a 

, ~IF sin {tt x —ß x ) sin (ß — ß 2 ) ' 1 — tang I, tang f? 

^£ sin (g — y) sin (y, — y a ) 1 — cot g tang g t 

AA' "sin (<**— y a ) sin (y — y,) ' 1 — tang tang 

md folglich * 



AiA[ sin (« — ft) sin (fl,— ft 2 ) cos (£-f-g 2 ) cos £ t 

21) 

' sin (et — y) sin (y, — y 2 ) sin (g — g x ) tos g a 

sin (a, — yj sin (y — y,) cos sin f* 

. Iii r. 



Google 



22) 



Berechnet man die Hülfswinkel 0, 0, mittelst der Wormeln 

q sin (g — y) sin (y x — y 2 ) sin (« a — ß 2 ) sin {ß — ß x ) 

ang sin ( a __^ sin (^j— /9 2 ) sin (« a — y a ) sin ty — y,)' 

. . . sin («,— y,) sin (y — / a ) sin (« a — ft a ) sin {ß — ß x ) , 

rang t/ t _ s — -j ^ sin (« a _y 2 ) s i u (y-^)' 

so ist, wie man leicht findet, 

sin (c — /g) sin (ß l — fl a ) 1 — tang 9 

ZF — sin(a,-/J,) sin G*-/? a )' 1-tang 9.\ \ 

also, weil 

* _ Ä sin (45° — e).V2 

1 - tang 0 = tang 45° - tang 0 = v CQS g , 



ist: 



1 — tang 0, = tang 45° — tang & x = jj-gj 



Aj[ sin (g — fl) sin (/?, — fl a ) sin (45° — 9) cos 9 X 

J sin («, — /*,) sin (£ — /* a ) sin (45° — 9 X ) cos 3' 



-sin (a-ß) sin 0» 4 -/*,) 
— 



Weil nun nach 11) 

A At 

•in («,—/*,) sin (ß — ß 2 ).-£f- 



äJt sin (g a — ß 2 ) sin (ß — ß t ) 

ist, so ist nach 23), wie man leicht findet: 

A x £ sin (ct—ß) sin (ß 1 -ß i ) sin (45°-Q) cos 0,-sin (45°-*?,) cos 9 

AA — sin (« a — ß t ) sin {ß-ß x ) ' sin (45°-^,) cos 9 

und folglich, weil ' 

sin (45° — 0) cos 0, - sin (45°— 0,) cos 0 

= — cos 45° sin (0 — 0,) = ^2 — 



ist, 



sin (g~ff) sin (ff, — fc) sin (0—9,) 



sin (g a — ß 2 ) sin (/* — /*,) sin (45° — cos 0 . \/2' 
Auf diese Weise kann man also die Verhältnisse 

bloss mittelst der beiden Hunswinkel 0 und 0, berechnen, da im 
Gegentheii dir zuerst gelehrte Methode die Berechnung der drei 
Hülfswinkel £, $ a erfordert. , 

Bemerken wollen wir nun endlich noch, dass, wenn an den 
Punkten A, A x ^ A % die sechs 180° nicht übersteigenden Winkel 
AAA\, A'AA' 2 ; A'A X A\, A'A X A\\ J?4%A\-> AA % A\ X und 
etwa noch in dem Punkte A' die zwei 180° nicht übersteigenden 
Wiokel AA'A lJt AA'A % gemessen worden sind, daraus olfenbar 
immer leicht die' Winkel hergeleitet werden können., welche in / 
die Linien AA', AA\, AA\ mit der Linie AA\ in A x die Linien 
A t A, A t A\, A X A' % mit einer von A x aus der Linie AA' parallel 

6° 
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und nach derselben Seite bin gezogenen Linie, in A % die Linien 
A % Ä, A % A\ y A % A' % mit ejuer von A % aus der Linie AA' paral- 
lel und nach derselben Seite bin gezogenen Linie ei nschli essen, 
wobei alle diese Winkel von der Linie ./_■/', und den derselben 
von . /, und A , aus parallel gezogenen Linien an immer nach der- 
selben Seite bin von 0 bis <TG0° gezählt werden. Hut man aber 
diese letztern Winkel, so kann man die gegenseitige Lage der 
sechs Punkte A^ A t . A 2 und A', A' t , A\ ganz nach den im Vor- 
hergehenden entwickelten Formeln bestimmen. Die Linie AA 1 ist 
dann der positive Theil der Abscissenaxe de« zum Grunde liegen- 
den rechtwinkligen Coordinatensvstems, und der positive Theil der 
Ordinatenaxe wird immer nach <Wt im Obigen in dieser Beziehung 
gegebenen Bestimmung genommen. 

Die vorhergehende analytische Auflösung des wichtigen und in* 
teressanten Lnmbert'schen Problems scheint mir vor der gewöhn- 
lichen, z. B. bei Meier Hirsch a. a. O. sich findenden analyti- 
schen Auflösung vorzüglich deshalb wesentliche Vorzüge zu haben, 
weil letztere eine stete Berücksichtigung der Figur, oder vielmehr 
des durch dieselbe dargestellten speciellen Falls erfordert , welches 
bei der ersteren gar nicht notliwmdie; ist., indem dieselbe mittelst 
der im Obigen entwickelten Formeln ohne alle weitere Berücksich- 
tigung der Figur, aHein auf dem Wege der Rechnung, ganz sicher 
zum Zweck führt, insofern nur erst, wie sich von seihst versteht, 
die 8ämmtlichen (Frössen, welche als gegeben betrachtet werden, 
gehörig und ohne alle Zweideutigkeit bestimmt sind. 



XIV. 

- • ■ 

Ueber die abgeleiteten Vierecke, welche von 
je vier merkwürdigen Punkten des geradlini- 
gen Viereckes gebildet werden. 

Von 

• • 1 .... y A k ltt 

Herrn Professor C. A. Bretschneider 

in Gotha. , ; t \ 



Mo wie das geradlinige Dreieck in den Mittelpunkten des ein- 
und umgeschriebenen Kreises nnd in den Durchschnittspunkten der 
drei S.chwerlinieu und der drei Hohenperpendikel merkwürdige 
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Punkte darbietet, so lassen sich solche auch bei dem geradlinigen 
Vierecke auffinden; nur mit dem Unterschiede, dass das letztere 
immer vier Punkte einer und derselben Gattung darbietet, welche 
zusammen ein abgeleitetes Viereck bilden, das dem Urviereck 
auf bestimmte Weise verwandt ist. * In dem Folgenden sollen einige 
dieser abgeleiteten Vierecke näher untersucht werden, wobei ich 
mich genau derselben Bezeichnung bedienen will, welche ich in 
meiner Abhandlung „über die trigonometrischen Relationen des ge- 
radlinigen Viereckes" (Arcb. Tbl. II. Heft 3. S. 225) gebraucht habe. 
Da wo ich Formeln aus dieser Abhandlung citireu muss, soll dies 
der Kürze halber immer durch das Wort „Relationen" geschehen. 

1. 

Ich betrachte zuerst das Viereck, welches von den Mit- 
telpunkten der den Uauptdreiecken T x T 9 T t T 4 umge- 
schriebenen Kreise gebildet wird (Taf.I. Fig. 11.), und nenne diese 
Mittelpunkte mit den Zeigern der zugehörigen Dreiecke 1, 2, 3, 4. 
Es leuchtet sofort ein, dass im Vierecke 1234 der Winkel 

L 314 = 180» — (ab} £253 = ^ 

£324 = 180° — tMJ 21264 = 180° — D\ 

'* £132 = 180°— (ab,) £274=C 
L 142 = 180° — u. s. w. 

sein muss. Hiernach verwandeln sich die Winkeigrössen, welche 
im Urvierecke durch ytp'tp" bezeichnet worden sind, für das abge- 
leitete Viereck in die Werth e 360° — t//, — tp und — V"; 
wenn in dem Urvierecke die Hauptecke € ausserhalb des um ADD 
beschriebenen Kreises liegt, was immer als Normalfall angenom- 
men worden ist; so liegt im abgeleiteten Vierecke 1234 die, C 
entsprechende Hauptecke 1 innerhalb des um die drei anderen 
Hauptecken 234 beschriebenen Kreises. 

Man erhält ferner für die Seiten des abgeleiteten Viereckes 
ganz leicht die Werthe: 

(13) = a, = \a (cot (b x c) — cot (Je,) ) 
(24) = o = \a x (wt(bc) — cot (£,£?,)), 

(14) = b 1 = \b (cot K*)-cot (ac t ) ) l 
(23) = b =^,(cot(*c) — cot (a x c x ))i 
(34)= =|c (cot (ab x ) -i-cot (a x b) ) 
(12)= c =ie 1 (cot (ab) -4- cot (a x b x \), 

Nun ist nach „Relat. Nr. 50." 

cot (M) — cot (^i) = „n"^j^ in ^) 

sin xp" bb x cc x 



2. 



sin (bc x ) sin " bb x cc x 
-kT x T- i ' h VT x T> T t T.-V T x T 9 



, uigm 
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Macht man ähnliche Verwandlungen für die übrigen Ausdrücke in 

Nr. 2. und führt zur Abkürzung die Constante 

• ' . ■ i .. \. .. 
E % 

: 7 =z= = jc .... (3) 

ein, so erhält man für die Seiten des abgeleiteten Viereckes: 

und hieraus sogleich: 

«a, = . ma x T, T, : T, T 4 = aa : a,«, J 
bb 1= =** . ^ T,T 4 : T,T, =U : b/, [ 5. : 

Alan bezeichne ferner die Flächenräume, welche im Urvierecke durch 
die Buchstaben FF'F" T x T.T t T^ E angedeutet worden sind 
(Relat. Nr. 14., 18., 50. und 69.), für das abgeleitete Viereck durch 
die entsprechenden deutschen Buchstaben Soo ^iWi2 4 SO und 
(£, so ist: 



2, =A*T l 



er - ./,jt 



£ 4 =**T 4 



Demnach stehen sämmtliche Fläcbeuräume des Ur» und 
abgeleiteten Viereckes in constautem Verhältnisse und 
der Exponeut des letzteren ist die Grösse &*. Es bleibt 
nun noch übrig diejenigen Grössen zu untersuchen , welche den 
S 1 6 2 S t ußy des Urviereckes entsprechen und die wir für das abge- 
leitete durch b,fe 3 b, a J ß l y l bezeichnen wollen, loh bemerke, dass 
nach ,, Relat. Nr. 82." folgende Gleichuugen bestehen: 

F» ^ a l = i» T, 1 T, T, 1 T 4 » - T„ T, T, T 4 cos B 
F*.F**ß* = a * T % » T 4 * T, * T t » -f-2*», T, T 9 T, T 4 cos a\ 
F*F"*y*=a* TST 4 *+* l * T,* T, » — 2«^ 7\ T^T, T 4 cos ^ 

=5 r a * r, 3 -m , * t, * t 4 * -h 2^, r, t; t, r 4 cos ^ 

Werden daher in die Gleichungen 

t 1 a = b a -f-b 1 a — 2bb, oos B 
b a 2 =c* -hc, 1 — 2cc, cos C 
= H-a,» — 2aa, cos ^ 

die erforderlichen Werth e aas Nr. 4. gesetzt, und aas Nr. 7. ge- 
hörig substituirt, so findet man: . 
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£»b,=:4*'a FF oder fi'&t), = 4a Jg' ) 
E>b*=***ß FF" I>f» s 'tt4j) gJT [ 8. 
..... 4 J^b,=4^V^'/ tw /r^b,=4/ gT' \ 
Eben so findet man aus den Gleichungen: 

%*W*as = t*z l *%s + t l *% t *zs+2tt l %x % £ 9 % 4 cos c 

o. s. w. die den vorigen ganz entsprechenden Werthe: 

AFF* X =$ X E>, 

AFF'ß t = 9. 

\FP'y x = d t E>\ 

Es gehen daher die zugeordneten Seiten des Urvier- 
eckes in die doppelten Verbindungslinien der Mittel- 
punkte je zweier Gegenseiten des abgeleiteten Vier- 
eckes über, und eben so geben die doppelten Verbin- 
dungslinien der Mittelpunkte je zweier Gege nsei ten des 
Urviereckes in die zugeordneten Seiten des abgeleite- 
ten Viereckes über. Die Verbindung von Nr. 8. und 9. giebt: 

5,0^=*» .o*,«, &F' ,d x b x =ZFF' . aa x \ 

W,=*».^, AJP . <J a b, = *LFF' . ßß x | 10. 

b, yi =*'.öV, A/ 1 . ö*,b, = 2FF" . 77, ) 

wodurch die in Nr. 6. gefundenen Relationen eine neue Erweite- 
rung erhalten. Die eben erwähnte Beziehung zwischen den zuge- 
ordneten Seiten und den Mittellinien beider Vierecke gilt unmittel- 
bar auch von den Winkeln, die diese Linien unter sich bilden. 
Nach ,,Relat. Nr. 83." hat man die Gleichungen: 

aß cos (aß) = +F*F W 

ay cos (ay) = - FF*F \ U ' 

A (fix **TST*-aST*T* \ 
ßy cos (ßy)=z Iffjf»* ] 

und nach „Relat. Nr. 8." a x a — «* = S 2 S % cos (<f 2a ) u. s. w. Be- 
zeichnen nun (a x ß x ) (a x y x ) (ßtfi) «nid (^ n ) (b M ) (b 2l ) dieselben 
Winkelgrössed im abgeleiteten Viereck, welche (aß) (<3,.j u. s. w. 
im Urviereck andeuten, so findet man alsbald: 

cos (b^Jrizr-f-cos (aß), cos («,/?,) = + cos (d x2 )\ 

cos (b ,,)== — cos («/), cos (a 1 y 1 ) = — cos (J 18 )> 12. 

cos (b,,)= — cos (fr), cm (fty,') = — cos (<?,,) J 

woraus, da keine dieser Winkel grossen 180° übersteigen kann, die 
Gleichungen 

(&.. ) = (««, .) = (*.,) ) 

(6„) = 180»_( ar ), («,,,) = 180» -(<?„)} 13. 

(fc„)= 180» - .(fr), (/»,/,) = 180» - (*„)) 
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folgen, so dass hiernach die zugeordneten Winkel des einen 
Viereckes die Winkel der Mittellinien des anderen Vier- 
eckes geben. 

So wie aus dem Urvierecke das Viereck 1234 abgeleitet wurde; 
so kann man aus letzterem wieder ein zweites Viereck erhalten, 
aus diesem ein drittes, und sofort, indem man immerfort die Mittel- 
punkte der je drei Hauptecken umgeschriebenen Kreise nimmt Be- 



zeichnet man in dem Vierecke zweiten Ranges die einzelnen Linien 
und Flächen mit denselben deutschen Buchstaben, welche für das 
Viereck 1234 gebraucht worden sind, setzt ihnen jedoch zur Unter- 
scheidung eine (2) über, so ist, da die Coustante * 

wird, also für alle abgeleiteten Vierecke unveränderlich ist, 

d. h. die Seiten des abgeleiteten zweiten Viereckes sind denen des 
Urviereckes gleich proportiouirr. [)a nun zugleich auch die Win- 
kel der ersteren den Winkeln des letzteren wieder gleich sind, so 
folgt: dass alle abgeleiteten Vierecke von geradem In- 
dex einander und dem Urvierecke ähnlich sind, und dass 
die homologen Seiten und Flächen je zweier un mittel- 
bar auf einander folgender sich beziehungsweise wie 
die Constanten und A* verhalten. 

Geht man vom zweiten abgeleiteten Viereck zum dritten über, 
so findet man ganz auf gleiche Weise, dass die Seiten des letzte- 
ren denen des ersten Vierecks gleich proportionirt sind; und da 
überdiess beide Figuren dieselben Winkel haben, so sind auch 
alle abgeleiteten Vierecke von ungerader Indexzahl 
einander ähnlich und die homologen Seiten und Flächen 
je zweier unmittelbar auf einauder folgenden verhalten 
sich respective wie die Constanten k % und &*. 

Was endlich die Halbmesser der den Dreiecken T t T^T t T A 
umgeschriebenen Kreise anlangt., die in entsprechender Weise mit 
/£,/?, /J S 7J 4 bezeichnet werden mögen, so ist es leicht allerhand 
Relationeo zwischen ihnen und den Bestandteilen des Urviereckes 
herzuleiten. Man erhält z. B. 

R x R t — ^2^ 4 sin A R 3 R A — R\R% ' sin C ... 

RJ<< - R 2 R~, s7n~lr ' R l R t — R t R A ~ srnlf * * ' (l4 ' 
oder • , » :--<\. 

^^==cotiy/'coti{ß-C), ^^=cot^cot-K^-+'C , )| 15. 

= ft—jf == ™*W cot ] 

indessen bieten sie keiuen Ausdruck dar, dejr sich besonders aus- 
zeichnete,, uud so mögen sie für jetzt übergangen werden. 
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Ich betrachte zweitens das Viereck, welches von den Durch- 
schnittspnnkten der Perpendikel gebildet wird, die man 
aus den Mittelpunkten der Vierecksseiten auf ihre Ge«* 
genseiten fällt. Nimmt man zuerst die vier Perpendikel in dem 
einfachen Vierecke ABCDA erster Form (Taf.I. Fig. 12.) und nennt" 
deren Durchschnittspunkte 1, 2, 3; 4, 5, 6, so bilden die letzteren 
ein vollständiges Viereck, dessen Winkel genau dieselben Wertbe 
haben, welche in Nr. 1. für die Winkel des in I. betrachteten Vier- 
eckes gefunden wurden. 

Ferner ist, wenn man die Hülfslinien FE=z GH=\Ci und 
FG = äjb7= \c zieht : 

JE2 = $a x cot (^c,), E\=z\a x cot (bc) 

. - ■ F% = ±b x cot («,*,), ^3=^, cot (ac) 

Gl=\a cot (&?,), £3=1« cot (b x c) 

H\=\b cot {ac,), Hk = ±b cot (a x c) 

Dies giebt für die Seiten des abgeleiteten Viereckes: 

(24) = { ÖJ (cot (b x c x )^cot (bc) ) ' , t 

(13) = i« (cot (bc x ) — cot if x c)) s s 

(23)==^, (cor — cot (ac) } 

(U) = i* (cot (ac x ) — cot (a x c)) 

und für dessen Diagonalen die Werthe: 

(12) = 4 Cl (cot {ab) -t- cot (a x b x )) 

(34) = |c (cot (ab x ) -h cot ). 

Die beiden letzten Gleichungen zeigen, dass die von dem Mittel- 
punkte jeder Diagonale des einfachen Viereckes AB CD auf die 
andere Diagonale gefällte Senkrechte durch zwei, Gegenecken des 
Viereckes 1234 hindurchgehen und daher eine Diagonale des Letz- 
teren bilden muss. Es bilden daher die sechs Perpendikel, 
welche von den Mittelpunkten der sechs Seiten des voll- 
ständigen Urviereckes auf die Gegenseiten gefällt wen- 
den, wiederum ein einziges abgeleitetes Viereck mit 
sechs Seiten. 

Zweitens aber ergieht sich aus der Ver^leichuug der vorstehen- 
den Ausdrücke mit denen in Nr. 2. gefundenen, dass die Seiten 
des hier betrachteten abgeleiteten Viereckes den Seiten des in §. I. 
untersuchten vollständig und in gleicher Aufeinanderfolge gleich 
sind. Demnach ist das hier betrachtete Viereck dem des 
§. I. congruent, Und je zwei homologe Seiten beider Fi- 
guren sind einander parallel; ein Satz der sich auch sehr 
leicht auf synthetischem Wege beweisen lässt. Auch ist auf der 
Stelle klar, dass die Gerade, welche irgend zwei homo- 
loge Ecken beider Vierecke' verbindet, durch den ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt der drei Mittel- 
linien S l S i S s des Urviereckes hindurchgehen, und von 
demselben halbirt werden muss. 

Ist das Urviereck ein Sehnenviereck, so verwandelt sich das 
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abgeleitete Viereck des §. I. in einen Punkt, nämlich den Mittel- 

5 unkt des umgeschriebenen Kreises. Daraus folgt dann sogleich 
er interessante Satz: „dass in jedem Seh nen Vierecke die 
sechs Perpendikel aus den Mittelpunkten der sechs Sei* 
ten auf ihre Gegenseiten sich in einem und demselben 
Punkte schneiden, welcher mit dem Ceutrum des umge- 
schriebenen Kreises und dem Durcbschnittspunkte der 
drei Mittellinien des Viereckes in einer und derselben 
Geraden liegt, die von dem letzteren Punkte genau hal- 
birt wird. 

Sil 

. • .Vitt •■ 

Ein drittes Viereck, welches mit den bereits untersuchten eng 
zusammenhängt, entsteht durch die Durchschnittapnn k te der 
Höhenperpendikel in jedem der vier Hauptdreiecke 
7\ T % T t T 4 , (Taf. I. Fig. 13.) Zieht man die Gerade Kl \\ AD, 
so wird KZ-=C% — Ii\-\-a x Sin Az=6(cot (6 t c) — cot (bc x )) 
-f-«, sin /. "Dies giebt durch Substitution aus Nr. 2. die Glei- 
chung ^3 = 2(1, -f-«, sin^, mithin (13)* = (A3)* -f- a x * cos *A. 
Macht man für die übrigen Seiten des neuen Viereckes ähnliche 
Entwickelungen, so ergiebt sich: 

(24)»=«* -f-4a* — 4a a sin A 

(13) '=3a 1 s >4-4a 1 , -r-4a 1 a 1 sin Aa 
(23)' = £* -4-4b» — 4b b wa^\ lft 

(14) * = V + 4b. a -r-4M, sin B[ ™' 
(12)* = c» -f-4c* — 4< c sin C\ 
(34)*s=c l *-f-4c I *-f-4c I <? 1 sin C 

w 

Diese Ausdrucke lassen aber noch eine bemerkenswerthe Umfor- 
mung zu. Es ist nämlich nach „Relat Nr. 95." 

6*T*T t — l, l *T 1 T 4 = I"E>in. 
c*T x T % — c % % T % T+ = F eA 

und mit Hülfe dieser Gleichungen und der Ausdrücke Nr. 4. ver- 
wandeln sich die in Nr. 16. zusammengestellten Werthe der einzel- 
nen Vierecksseiten in nachfolgende: 



. i 



• § » 



- < • 



(24)» = 0' .2^,— 

(23)» = b* .2-^^ 6 2 

(14)» = ^*. 2^^-^»! 



18. 



. ' (12)*= c» .2i±^-c* 

(34). = tl .. 2 i±^_ Ci ,| 
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Mittelst dieser, in der That sebr einfachen, Ausdrücke kann nnn 
jeder andere zu dem neuen Vierecke gehörige Werth leicht gefun- 
den werden. Nennt man z. B. die doppelten Verbindungslinien der 
Mittelpunkte der Seiten (24) und (13), ferner (23) und (14) und 
endlich (12) und (34) beziehungsweise t l t i t ly so ist, weil stets 

(aa — «,*,) sin A=z(b6 — b»^,) sin Z? = (cc — c,c,) sin C=^£ 



»,«=4(1 + 2*») ff + Zfis-is+fi* - 



19. 



= 4(1 -t- 2*') jj:ß*^3S = S t ' - -j- 

V =4(1 + 2,») g> J V 4*.. + ^ - «f 

» - — 

Bezeichnet man ferner die zu gehörigen charakteristischen 

Winkel des neuen Viereckes beziehungsweise mit A'B'C, so ist: 

#,»—.#,»=4(24) (13) co« >Ä|4(l-f-4>t») a«, cos A\ 

#,»—#,»=4(23) (li) cc* Ä' = 4(l-+.4*») bb t cos /*[ 20. 

*,» — * a »=4(12) (34) cos £' = 4(l-h4*») cc x cos Cl 

Für die von je zwei Seiten des abgeleiteten Viereckes eingeschlos- 
senen Winkel ergeben «ich die Werüie: 



■ 



ergeben «ich die Werth 
2(24) (23) cos (324) = — 4T, (cot (ab) -f-^H-S*») cot (* A)i 
2(14) (13) cos (314) =— AT t (cot foe\)+2(l~t-2*») cot (ab)\ 
2(24) (14) cos (241) =- 4T, Jcot (ab,) -+.2(1+2*») cot (a x b)\ 

2(23) (13) cos (231) = — 4T 4 jcot (a\6) -f-2(l+2*») cot (ab x )\ 

Auf einem anderen allerdings ziemlich weitläufigen Wege findet 
man auch: 



21. 



l!» i # < . I( . J.| . , », , / . . j,,. 1 . ., f l( \ 

' IM .li* i>. ii . ■' .... 

. « . -\ < ' ■ ..../'•. • - 
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»a 

woraus sich ziemlich einfache Formeln für die Flächeninhalte der 
vier Hauptdreiecke des Viereckes 1234 ableiten lassen. Ks hat in- 
dessen kein grosses Interesse, diese Untersuchung weiter fortzu- 
setzen, und ich beschranke mich daher darauf, noch zu erwähnen, 
dass wenn das Urviereck ein Sehnenviereck wird, alsdann nach 
Nr. 16« und 21. auch 

(24) = « (23) = £ (12) = c 

(13)=«, (14)=*, (34) = *, 
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. '.i ."r** i" 1 •• ' s i .7 \ »• : . 

werden muss. Conetruirt man daher in einem Sehnenvier- 
ecke die Durchschnittspunkte der Böhenperpendikel in 
den vier Hauptdreiecken, so bilden diese die Ecken 
eines dem Urvierecke congruenten Viereckes. Wollte man 
noch weiter gehen und auch noch die gegenseitige Lage der glei- 
chen Seiten erörtern, so müsste man in dem allgemeinen Vierecke 
1234 die Verbindungslinien jedes Eckpunktes des letzteren mit der 
entsprechenden Ecke des Urviereckes suchen. Alan erhält für diese 
Geraden sehr elegante Werthe, wie z. B. 



•! . . . 



= 4sin» (Vi)" ~~ I 



23. 



, cw = *,* + *S~2W, cos(cf a ,-2(fr: t )) 

1 ' «sin a c^i) w 

and findet dadurch, dass im Sehnenvierecke und dem aus 
ihm abgeleiteten Vierecke die homologen Seiten auch 
noch parallel sind; so dass also die Ecken des einen 
von beiden Vierecken Immer auch die Durchschnitts- 
punkte der Höhenperpendikel in den vier Hauptdrei- 
ecken des anderen sind °). 



— — - 



'.il "•.*» 
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XV. 



1.1 



•.•»I 'Ii* 1 ) 
Im* uvt'\\ 



üeber die perspectiv ischen Lagen eines Strah- 
lenbüschels auf einer projectiviseben Geraden. 

• Im! .>.. 

Von 



■ • V 



Herrn A. Göpel 



1. Wenn ein Strahlenbüschel a, !>, r, d von einer beliebigen 
Geraden geschnitten wird, so findet bekanntlich zwischen den Ab- 



°) Von den hier erörterten Sätzen, insofern sie sich auf ein Viereck be- 
ziehen, das kein SehnenTiereck ist, mochte wohl kein einziger bekannt 
sein. Die durch specielle Anwendung,, auf das Sehnenviereck daraus 
abgeleiteten Theoreme sind bereits bekannt, und finden sich zum Theil 
bei Puissant und in Crelte's Journal , von wo aus sie in die Anhänge 
zur deutschen Uebersetzung der van Swinden'schen Geometrie überge- 
gangen sind. Eine vollständige "Zusammenstellung aller dieser Sätze 
über des Sehnenviereck, mit eleganten synthetischen Beweisen, enthält 
Kunzes Lehrbuch der Geometrie. '< >■>■>. v ::*>miiO . j v i-mIVM ,-.iß* 



Digitized by Google 



. 94 

ständen der beziebttchen Durchschnittspunkte a, b, c, b dasselbe 
Doppclverhältniss statt, wie zwischen den Sinus der entsprechen- 
den Winkel des Strahlenbüschels, nämlich 

ob m Ob sin ab sin ad / 

bc * bc sin hc ' sin de , 

Umgekehrt, findet zwischen den vier Punkten fl, b, c, t einer 
Geraden und zwischen vier Strahlen eines Strahlen büscheis <*, 
c, d eine Gleichheit der obigen Doppelverhältnisse statt, so kann 
man das Strahleobüschel una die Gerade so legen, dass die Punkte 
et, b, C, b anf den entsprechenden Strahlen liegen, d. h. dass beide 
Gebilde sich in perspectivischer Lage befinden. 

Da nun 

, ' ab . ob ba. cb \ cb 4 ba 

bc * bc ab * cd ba " ba cb * ab 

ist, so kann jedes dieser Doppelverhältnisse dem obigen Verbält- 
nisse zwischen den Sinus gleich gesetzt werden, und es ergiebt 
sich dann, dass die Punkte 

«, l>, c, b j 

nicht nnr den Strahlen 

" »» I) a, b y c, d 

sondern auch denen 

2) ö, a, d, c 

3) c, d t a, b 

4) d, c, by a 

entsprechend gedacht und mithin auch beide Gebilde auf diese vier- 
fache Art in perspectivische Lage gebracht werden können. 

Sind überdies die Strahlen des Büschels und daher auch die 

Punkte der Geraden harmonisch, d. K ist tt • i?— I ; 

.£*?>. . an * :vusr*t vav^f r; r'rnrft *[>)<h4U<:uol 

so hat man auch noch 

ab m ob - 

bc ' bc M 

ob m ob !bä ^bc_ ] cb / cb bc m ba 

bc * bc ab " cb ba ' ba cb ' ab' 

Vergleicht man diese vier Doppelverhältnisse wieder mit dem der 
Sinus, so findet sieb, dass die Punkte .. , ■ 



auch den Strahlen 



«, b, c, &• 

5) *y dy Cf b 

6) dy a t b t c 



7) Cy b, ay d 

i .o) b, Cy dy a 



entsprechend genommen werden können und das« also in dem be- 
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Falle von harmonischen Gebilden eine achtfache perspecti- 
Tische Lage möglich wird. 

Insofern aber bei einer jeden der angeführten Combinationen 
der Mittelpunkt des Strahlenbüschels sowohl diesseits als (symme- 
trisch) jenseits der Geraden liegen kann, so wird sich die Anzahl 
der möglichen Lagen verdoppeln und im Allgemeinen 8, aber im 
Falle von harmonischen Gebilden 16 sein. Bezeichnet man die ver- 
schiedenen Oerter des Mittelpunkts des perspecti vi sehen Strahlen- 
büscheis, die oberhalb der Geraden befindlich sind, dem aufgestell- 
ten Schema gemäss, mit 1, 2, 3, 4, (5, 6, 7, 8), und die entspre- 
chenden unterhalb der Geraden mit 1', 2', 3', 4', (5', ()', T, 8'), so 
lehrt der Anblick jenes Schemas sogleich, welcher Winkel des 
Strahlenbüschels auf irgend einem Abschnitte der gegebenen Gera- 
den bei irgend einer der perspectivischen Lagen steht. So z. B. 
steht auf ac bei der Lage 1) der Winkel ac, aber bei der Lage 3) 
der Winkel ad, d. h. der Nebenwinkel jenes Winkels ac, weil in 
diesem Falle zwischen den Strahlen a und c der Strahl d liegt, 
während im ersten Falle der Strahl b dazwischen liegt. Dasselbe 
gilt für die Lage 3'), nur dass hier der Winkel ac unterhalb der 
Geraden und desshalb der Winkel ac oberhalb der Geraden auf ac 
steht. 

2. Denkt man sich nun die Gerade in der Ebene festliegend, 
so darf offenbar nur einer jener I>1 ittelpunkte \> 2, u. s. w. gege- 
ben sein, und es wird dadurch auch das Strahlenbüschel und dem- 
nächst auch alle übrigeo Mittelpunkte bestimmt sein. Es kann also 
gefragt werden, in welcher Beziehung diese 8 (oder 16) Mittel- 
punkte zu einander stehen, und wie aus einem von ihnen alle Übri- 
gen durch eine einfache Construction zu finden sind. (S. Steiner's 
Kntwickeluug der Abhängigkeit u. s. w. Anhang). Die 
gegenwärtige Abhandlung soll diese Frage beantworten. 

3. Es werde fürs erste ein beliebiges Strahlenbüschel be- 
trachtet. Der Anblick des Schemas zeigt ohne weiteres, dass in 
den Mittelpunkten 1 und 2 der Winkel ab auf ab steht. Folglich 
•iegen die Punkte a, b, 1, 2 in einem Kreise. Dasselbe gilt von 
Jen Punkten c, b, 1, 2, weil dem Schema zufolge in den Mittel- 
punkten 1 und 2 der Winkel cd auf cb steht Zieht man die ge- 
meinschaftliche Sehne 12 dieser beiden Kreise (Taf. II. Fig. 1.) bis 
tu ihrem Durchschnittspunkte f mit der Geraden ab, so ist die 
Potenz des ersten Kreises in Bezug auf f: 



t : rz — t r t r\ • 

u . 



•i »• 



fl.f2 = fa.fb; 
und die des zweiten Kreises: * 

fl.p=fe.fb 5 

folglich 

fa.fb = fc.fb.. < 

/ •«. . .. r . j 

Der Punkt f also, in welchem die Gerade 12 die Gerade ab schnei- 
det, ist nur durch die Punkte a, b, t, b bestimmt und unabhängig 
von den Winkeln des Strahlenbüschels. 

Eben so liegen, die Punkt a, b, 3, 4 und c, b, 3, 4 ia Kreisen, 
deren gemeinschaftliche Sehne 34 die gerade ab in einem Punkte 

f schneiden wird, für welchen * 

* 
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•nj t ; *),. • i« f3 . f4=sfa . fb<- . uv»i'. .» 

f3.f4=f t .fb; • : 

• • 1 



i ! 

• • '1 



f<i.fb = fc.ftr '* 

ist, und der daher mit dem Punkte f zusammenfällt, da beide inner- 
halb b und c liegen. 

Ganz auf dieselbe Weise ergiebt sich, das» (wegen der Kreise 
abl4, bell; ßb23, bc23) die Geraden 14 und 23 sich auf der Gera- 
den ab in einem Punkte g treffen, für welchen 

• ' gl.g4 = g2.g3 = . 

. .\ . . . ga.gi> = gb.gc 

ist, und der ebenso wie f nur durch die Punkte «r, 6. c, d be- 
stimmt ist. ".. 

Aus dem Obigen folgt nun unmittelbar, dass die Mittel 
punkte 1, 2, 3, 4 auf einem Kreise liegen, dessen Potent in 
Bezug auf ,f gleich fa . fb =• fc . fb. und in Bezug auf g gleich 
ga . gb = gb . gc ist, und dessen Mittelpunkt deshalb senkrecht über 
einem bestimmten Punkte e der Geraden ab liegt. Dieser Punkt c 
erhält seine Bestimmung dadurch, dass die Potenz des Kreises in 
Bezug auf f gleich fe . fg, folglich in Bezug auf g gleich ge . $f 
und in Bezug auf e gleich ef . eg ist. 

4. Die angeführten Beziehungen der Punkte c. f, q ergeben 
auch noch andere Bestimmungen derselben. Beschreibt man nämlich 
über ac und bb als Durchmessern zwei Kreise, die sich in o schnei- 
den, so ist offenbar wegen ga . gb = gb . gc der Punkt g ihr äusse- 
rer Aehnlichkcitspünkt, und der Punkt f wegen fa . fb = fc . fb ihr 
innerer Achnlichkeitspunkt. Folglich geht der Kreis über fg als 
Durchmesser ebenfalls durch o (er hat mit den Kreisen über ac und 
bb eine gemeinschaftliche Potenzlinie); und es ist 

f a . fb = fo . fo, ., u , 

ga.gb = go.go. . 

Da nun die .Potenz des Kreises 1234 fa . fb = fe. fg igt, so folgt 

■« fc.fg = fo.fo, " 

mithin ist oe senkrecht auf ab oder e liegt auf der gemeinschaftlichen 
Sehne der Kreise über ac and bb, Deshalb hat man endlich noch 

ea . ec = cb . eb (= co . eo m ef . eg), . , 

welche Bestimmung des Punktes c den obigen für die Punkte f und 
g ähnlich ist. Auch hat sich ergeben, dass die Potenz des Krei- 
ses 1234 in Bezug; auf die Punkte e, f, g beziehlicb eo . eo, fo . fe, 
go . go ist, so wie sie überhaupt Dir irgend einen Punkt p der 
Geraden ab gleich po . po sein wird. 

5. Leber die in 3. entwickelten Lagenbeziehungen liesse sieb 
nocli viel Einzelnes bemerken. Zieht man z. B. irgend einen Kreis 
1234, den angegebenen Bedingungen entsprechend, und legt man 
von g aus die beiden Tangenten an denselben, so fallen offenbar 
die Punkte 1 und 4 in den einen Berührungspunkt (14) und die 
Punkte 2 und 3 in den andern (23) zusammen, wo g(14)=g(23)=ö,0. 



Digitized by Google 



97 



Dieser Fall findet statt, weun in dem (übrigens immer projectivi- 
scben) Strahlenbüschel ahcd der Winkel .a6 = cd ist, wie das 
Schema zeigt. Die Punkte (14) und (23), für welche die vier Mit- 
telpunkte in zwei zusammenfallen, liegen daher auf zwei Kreisen, 
deren Mittelpunkte $ und f, und deren Halbmesser beziehlich go 
und fo sind. Für den Durchschnitt o dieser beiden Kreis« fallen 
alle vier Mittelpunkte in diesen einen zusammen. U. s. w. Ich will 
mich aber bei dergleichen Betrachtungen, die aus dem Gesagten 
von selbst folgen, nicht aufhalten. 

6. Aus der Gestaltung der Figur erhellet nun auch , dass die 
Pnnkte 1, 2, 3', 4'; 1, 2', 3', 4 ebenfalls in Kreisen liegen. Wen- 
det man das oben befolgte Verfahren z. B. auf die Punkte 1, 2, 
3', 4' an, so fiudet sich, dass der Mittelpunkt dieses Kreises auf 
einer im Punkte g Senkrechten liejrt, und dass die Geraden 12, 3'4' 
sich in jy dagegen die Geraden 13, 24' sich in c schneiden, ü. s.w. 

7. Wenn das Gebilde a, b, c, b nicht mehr gegeben ist, so 
fallen auch alle unter 3. aufgestellten Bedingungen für den Kreis 
1234 -weg, und es bleibt unter den Punkten 1, 2, 3, 4 nur die Be- 
ziehung übrig, dass sie auf einem Kreise liegen. Es können dem- 
nach umgekehrt vier beliebige im Kreise liegende Punkte 1, 2, 3, 4 
die vier verschiedenen Lagen des Mittelpunkts eines Strahlen- 
büschels vorstellen und man kann aus ihnen ein zugehöriges Ge- 
bilde a, b, C, b folgendermassen ableiten. 

Der DurcliBchnittspunkt von 14* und 23 heisse g, der von 12 
und 34 heisse f. Die Senkrechte aus dem Mittelpunkte des Kreises 
1234 auf fg bestimmt auf dieser den Punkt e und auf dem über fg 
als Durchmesser beschriebenen Kreise den Punkt o. Nun wähle 
man auf fg den ersten Punct a beliebig; bestimme dann mittelst 
des rechten Winkels aor. den Punkt c und mittelst der Beziehung 
0b . gc = 00 . go den Punkt b; der rechte Winkel bob bestimmt dann 
den vierten Punkt b. Da gb . gc = go . go ist, so wird auch ga . gb 
= go i go; mirhio ist g der äassere Aebnlichkeitspunkt der Kreise 
über <ic und bb. Da endlich gof ein rechter Winkel ist, so ist f 
4er innere Aebnlichkeitspunkt und folglich fa . fb = fc . fb = fo . fo. 
Die Punkte a, b, C, b haben also die zufolge 3. erforderliche Lage 
in Bezug auf g, c, f, nnd folglich werden die Strahlen büschel la, 
lb, 1c, lb; 2b, 2a, 2b, 2c; u. s. w. identisch sein. 

8. So viel über das allgemeine Strahlenbüschel. Ich komme 
nun 'zu dem Fall, in welchem die Gebilde harmonisch sind, und 
noch vier andere Mittelpunkte 5, 6, 7, 8 existiren. 

Fürs Erste ist aus der zweiten Hälfte des Schemas klar, dass 
diese Mittelpunkte dieselbe Beziehung zu einander haben , als die 
Mittelpunkte 1, 2,' 3, 4. Sie w r erden daher in einem Kreise liegen, 
der mit dem Kreise 1234 die Gerade ab zur Linie der gleichen 
Potenzen hat; und es wird 58 und 67 mit 14 und 23 in g zusam- 
mentreffen u. s. w. Dass aber die Kreise 1234 und 5678 zu- 
sammenfallen, soll im Folgenden bewiesen werden. 

Das Schema zeigt, dass die Punkte a, c, 1, 3', 5', 7 und a, c, 
1', 3, 5, 7' in Kreisen liegen. (Taf. II. Fig. 2.) Diese Kreise sind 
einander gleich und haben nur eine symmetrische Lage zu ac. Fer- 
ner geht durch die Punkte bbl3'57' ein Kreis, der also oberhalb ac 
den ersten in 1 und den zweiten in 5 schneidet. Man verbinde 
den Punkt t mit dem Punkte p, Mitte von ac, durch eine Gerade 
Tbeil in, 7 
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pl, die den Kreis acT357' oberhalb ac im Punkte m und den Kreis 
bbl3'57' zum zweiteumale im Punkte n schneidet. Dann hat man 

pl.pn = pb.pb , 

als Potenz des Kreises bbl3'57' in Bezug auf p, und 

pl . pm = pa . pa, 

weil p offenbar der innere Aehnlichkeitspunkt der beiden Kreise 
über nc ist. Nun ist aber, weil a, b, c, b harmonisch sind, 

pa . pa = pb . pb, 

folglich auch 

pl . pm = pl . pn. 

Bs fällt daher m mit n in den einen Punkt 5 zusammen, in 
dem sich die beiden Kreise art'357 und bbl3'57 schneiden; die 
Punkte p, 1, 5 liegen auf einer Geraden und es ist 

pl . p5 = pa . pa = po . po. 

Dies letzte Produkt ist aber die Potenz des Kreises 1234 in Bezug 
auf p; folglich liegt der Punkt 5 auf diesem Kreise und 
daher auch die Punkte 6, 7, 8. 

Auf dieselbe Art überzeugt mau sich (am kürzesten durch ge- 
hörige Vertuuschung der Buchstaben des Schemas), daus auch die 
Punkte p, 4, 6; p, 2, 8; p, 3, 7; ferner, wenn die Mitte von bb 
mit q bezeichnet wird, q, 1, 7; q, 2, 6; q, 3, 5; q, 4, 8 auf Ge- 
raden liegen. 

9. Ks^ist nun noch das Verhalteu der Punkte g,..f t p, q zu 
einander zu ermitteln, in denen sich die Verbindungslinien der auf 
dem Kreise vertheilteu Mittelpunkte 1, 2, 3 ... 8 zu vieren schnei- 
den, um die Beziehung derselben unabhängig von dem harmoni- 
scheu Gebilde a, b, C, b vollständig festzustellen. 

Einerseits ist das Strahlenbiischel 1$, lp, lf, lq mit dem Strab- 
lenbüschel 8q, Vi, 8p, 8f identisch und folglich auch projeetivisch, 
weil sich die entsprechenden Strahlen beziehjich iu den Punkten 
.4, 5, 2, 7 des Kreisumfanges schneiden und deshalb die Winkel 
zwischen je zwei Paaren entsprechender Strahlen einander gleich 
sind. Andrerseits ist dasselbe Strahlenbüscbel lg, lp, lf, lq mit 
dem Strahlenbüschel 8g, 8p, 8f, 8q projeetivisch, weil sich die ent- 
sprechenden Strahlen in den Punkten der Geraden g, p, f, q schnei- 
den. Folglich e ) sind beide Strahlenbüschel harmonisch, folglich 
auch die Punkte g, p, f, q. 

Diesem zufolge ergiebt sich eine neue Bestimmung der Punkte 
$ und f aus den gegebenen harmonischen a. b, C. b. Da nämlich 
pa . pa = po . po = pb . pb ist, so berührt die Gerade po den Kreis 

• • ■ » • 

... • - 

°) In der Abhandlung des Herrn Dr. Rädel! (Th. I. Nr. XXIIL) ist ge- 
zeigt worden, dass wenn zwei Gebilde (Strahlenbüschel oder Punkten- 
reihe) a, b, c . (I \ a\ b\ c\ d projeetivisch sind und es auch in der 
Beziehung a t b> c, d und a\ d } c', ti (oder c\ b\ a\ d) bleiben, in 
welcher ein zugeordnetes Paar b' y d (oder a\ c') vertauscht worden 
ist, dann beide Gebilde harmonisch sind. Der Anblick der zweiten 
Hafftc unsers Schemas lehrt, dass dies auch dann der Fall ist, wenn 
neben der Projectivität von a, b, c, d und «*', U> d:d noch die von 
a, b } r, d und b\ c\ d t ä (oder <f, a\ b\ c') stattfindet; 
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über bb in c, und steht mitbin senkrecht auf dem Halbmesser der- 
selben qo. Daher liegt der Mittelpunkt r des Kreises poq in der 
Mitte von pq. Aus demselben Grunde liegt wegen des harmoni- 
schen Gebildes g, p, f, q, wenn die Mitte von gf mit b bezeichnet 
wird, der Mittelpunkt des Kreises fyor in der Mitte von br. Man 
darf also nur durch den Punkt * und die Mitte r von pq einen 
Kreis ziehen, dessen Mittelpunkt auf ab liegt; dann bestimmt der 
andere Endpunkt des Durchmessers den Punkt b. Der Kreis um h 
mit dem Halbmesser f)0 schneidet dann in den Pdoktea g und f ein. 

10. Aus dem Gesagten ersieht man leicht., dass auf irgend 
einem Kreise nur vier von den Mittelpunkten beliebig angenommen 
werden dürfen, dass aber dann jedesmal die vier zugehörigen be- 
stimmt werden können. Hat man z. B. aus den vier willkübrlicben 
Punkten 1, 2. 3, 4, wie unter 7., die Punkte g, e, f. 0 abgeleitet, 
so lejre man von h (Mitte von gf) aus den rechten Winkel f)or, der 
den Punkt r bestimmt. Aus r beschreibe man mit dem Halbmesser 
ro einen Kreis, der die Punkte- p und q ergeben wird. Zieht man 
nun die Geraden pl, p2, p3, p4, so schneiden diese den Kreis 
1234 noch einmal in den gesuchten Punkten 5, 6, 7, 8; nnd dann 
liegen auch noch auf Geraden die Punkte g, 5, Sj g, 6, 7; f, 5, 6, 
f, 7, 8; q, 1, 7, q, 2, 6; q, 3, 5; q, 4, 8. — Die harmonischen 
Punkte a, b. c, b, in Bezug auf welche die eben gefundenen Punkte 
die verschiedenen Lagen des Mittelpunkts eines harmonischen Strah- 
lenbüschels bezeichnen, werden endlich mittelst der Kreise um p 
und q mit den hezüglichen Halbmessern po und qo bestimmt. 

11. Da zwischen den Punkten 1 bis 8 mehr Beziehungen 
stattfinden, als zur Bestimmung ihrer gegenseitigen Abhängigkeit 
erforderlich sind, so bilden die überzähligen Bedingungen Lehr- 
sätze, die sich unabhängig von dem harmonischen Gebilde a, b, C, b 
aussprechen lassen. Ein Beispiel bievon bietet die vorige Nummer, 
in der von heliebigen vier Punkten im Kreise ausgegangen wurde. 
Man kann aber auch von den beliebigen vier harmonischen Punk- 
ten g, p, f, q ausgehen. Beschreibt man nämlich irgend einen 
Kreis von der öfters erwähnten Beschaffenheit, so bestimmen sich, 
von einem beliebigen Punkte 1 desselben ausgehend, z. B. durch 
die Züge gl4; q48; p82; q26; f65; q53; p37 der Reihe nach die 
Punkte 4, 8, 2, 6, 5, 3, 7, deren Lage so beschaffen ist, dass die 
Äuge q 1 7 ; $58; $26; u. s. w. ebenfalls geradlinig sind. 

Ausserdem ' lassen sich in der Figur noch viele geradlinige 
Punktenreihen, so wie Zusammentreffen von Strahlen und sonstige 
Eigenheiten nachweisen, wenn man gewisse Theile der Fi^ur ver- 
änderlich sein lässt. ich führe sie nicht an, weil sie nicht von 
Wichtigkeit zu sein scheinen. 
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XVI. 

■ 

Uebungsaufgaben für Schüler. 
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Man soll die folgenden goniometrischen Formeln beweisen. 

1) sin a-f-sin ß-\- sin y — sin {a-\-ß-\-y) 

" = 4sin »(a + /9) sin \{ß + y) sin + 

2) cos «H-cos ß-\-cos y-hcos (a + j?-hy) 

= 4cos J(a + /J) cos {(ß-*-r) cos $CM-«) 

3) sin o + sin ß — sin y-f-sin (a -H -h 

= 4sin }(«-+-/?) cos + cos ±(y-ha) 

4) cos «-Hcos /S—cos / —cos (a-f-/S + y) 

= 4cos + sin \(ß-\-y) sin JQ'-r-a) 

K v sin g -f- sin ft + sin y — .sin (« -f- ß -f- y) 
ros « 4_ cos -f- cos y cos (a ß -+- y) 

ss taog i(« -f- /? j tang $(0 y) tang i(y +• «) 

ß\ sin « + sin /3-f.sin y— »in (« -4- ff -f- y) 
sin «-f-sin /? — sin y-t-sin (a_f.0-|_y) 

= tang ^(/J-hy) tang i(y-J-a) 

cos « -f- cos /? — cos y — cos (er -f- -f- y) 
cos « -|- cos £ -f- cos y -J- cos (« -f- ß -f- y) 

V = tatig i{ß-+-y) tang + 

sin g^t-sro ^4- sin y — sin ( c ff -f. y) ' 

1 cos «h-cost? — cos y— cos («-f-/J_|_y) — tan 5 n\ a ~^P) 

9 x sin « + sin ft— sin yn-sin + 
' cos « + cos /?-f-cos y-4-cos (« -f. £ -f. y) — = tan £ W+Ff* 

10) sin a + sin /S + sin (a -f- 0) = 4cos Ja cos |0 sin £(a -»-/?) 

11) sin c«-f-sin /S + sin (a — £) = 4sin {a cos $ß cos |(a — /S) 

12) sin a + sin ß — sin (a /?) =3 4sin |« sin £/? sin £(«-+-/?) 

13) sin a + sin ß — sin — = 4cos sin $ß cos j(a — ß) 

14) cos a-+- cos ß -f-cos («zb£)r= 4cos cos $ß cos ^(adb/S) — 1 

15) cos «H-cos ß — cos (adtzß) =±4sin \a sin \ß cos £(a±/?)-Hl 

16) sin (a — |?)-H sin (ß — y) + sin (y — a) 

. = — 4sin 4( a_ ß) sin 8 i Q ifr — ") 
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17) cos (a — /S)4-cos (ß — cos — o) 

= 4cos 4(a — /S) cos — cos $(y — a) — 1 

18) sin (a + /*) 2 H- sin (a - /?)» == 1 — cos 2a cos 2/? 

19) sin (a-f-/?) 3 — sin — =sin 2a sin 2/? ./ 

20) cos (a-|-/9) a -t-cos (a — /?)* =1 -Hcos 2a cos 2/J 

21) cos (a 0) 3 — cos (a — 0) 2 = — sin 2a sin 2ß 

22) sin a 3 -f-sin /9 3 + sin (äzkiß) 2 = 2jl — cos a cos /? cos (adb/?)f 

23) cos «».+ cos + sin (azb/?) 3 = 2|l±sin a sin 0 cos (a±/9)| 

24) sin a 3 + sin /? 3 -f- cos (a zh 0) 2 = 1 =p 2sin a sin /? cos (a =fc /?) 

25) cos a 3 -|- cos /?* cos (adbß) 2 = 1 -f-2cos a cos /? cos (adzß) 

26) sina 3 +sin 0 2 — sin (azb/?) 3 =r={=2sin a sin ß cos (adb/?) 

27) cos a 3 + cos ß 2 — sin (a =b/?) 2 =2cos a cos /? cos (azb£) 

28) sin a 3 +sin /S a — cos (a zb/?) 3 = 1 — 2cos a cos ß cos (azb/9) 

29) cos a*+cos ß 2 — cos (a zb/?J 3 = 1 ±2sin a sin /fr cos (adz/J). 

i 1 * 

• i •• t \ . . f I 1 — i ■ , . • 

•Ii . • • \- - i i. : • - . .•'*!■ 

•:'la* • :' . •>.. « . . i , 

,w - . r. . • s 

Man soll den folgenden geometrischen I Lehrsatz beweisen , zu 
welchem ein Jeder sich die Figur leicht selbst wird construiren 
können: 

Es seien A, B, C drei beliebige Punkte in dem Um- 
fangre eines Kreises. Zieht man nun durch diese drei 
Punkte Tangenten an den Kreis, bezeichnet den Durch- 
schnittspnn kt der beiden durch A und B gezogenen 
Tangenten durch /), verbindet die Punkte C und D 
durch die Linie CD mit einander, und zieht mit der 
durch den Punkt C an den Kreis gezogenen Tangente 
eine beliebige Parallele, welche die von A und B nach 
C gezogenen Linien AC und BC inJPundi^scbncidet; 
so wird, wie auch diese Parallele gezogen werden mag, 
die Linie EF immer von der Linie CD halhirt. Dieser 
von Chasles in dem Journal de M athem ati q ues public par 
Liouville. Juillet. 1842. p. 272 mitgetheilte Satz kann Veran- 
lassung zu verschiedenen interessanten Polgerungen geben, und 
ist namentlich für die Theorie der stenographischen Projection von 
Wichtigkeit. 

i 



; Aufgaben von Herrn Dr. Haedenkamp zu Hamm. 

1. Welches ist der Ausdruck für das Produkt der 
Differenzen je zweier Wurzeln einer Gleichung von ir- 
gend einem Grade durch die Coefficienten? 
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Bei ciaer Gleichung von dritten Grade: 

x x -+- «,^r' -f- a 2 ar -+- a % = 0, 
deren Wurzeln sind, hat man bekanntlich 

= (*,»— 4*,) (« a » — 4#,a a ) + 2« l if a « l ^ 27<r a 3 •). 

2. Welches ist ferner das Produkt der Differenzen 
jezweierWurzelndieserGleichung: - • ■' 

«i t <* a , «r g _ ctn 



m I _ „ I _ ' I " • ♦ • ' I ~ _ — 1> 

«j — x ö, — .r a, — ;r a» — 



bei welcher noch 



<*, <2 3 0 n 



Lieber Aufgaben für Gleichungen vom zweiten Grad e. 
Von dem Herrn Conrector Beyer am Gymnasium zu Neustettin. 

Die Bemerkung*, dass die Auflösung so vieler zur Einübung der 
Theorie von der Auflösung quadratischer Gleichungen gegebenen 
Aufgaben, so bald die Gleichungen formirt sind, ein rein mechani- 
sches und geisttödtendes Geschäft wird, erregte in mir den Wunsch, 
solche Aufgaben aufzufinden, deren Auflösung wo möglich ein fort- 
gehendes Nachdenken und eine stets gespannte Aufmerksamkeit in 
Anspruch nähme. Beim Suchen nach Aufgaben der- Art bot sich 
eine grosse Zahl von trigonometrischen dar, welche wenigstens 
th eil weise dem beabsichtigteu Zwecke entsprechen. Ais beweisen- 
des Beispiel möge folgende dienen: 

Von welchen hohlen und erhabenen Winkeln ist die 
Cotangente so gross als das Doppelte ihres Sinus? 

Auflösung. Der allgemeine Aus I ruck für die möglichen 
Wiukel sei ./•, so muss zufolge der Aufgabe cotg sc = 2sin x sein. 

Nun ist aber corsr x — C ° 8 X . folglich hat man auch cos jr == 2sin a: 

° sin <r e sin x 

und daher cos d? = 2sin x~. Um mit Hülfe dieser Gleichung den 
oder die Werthe von at zu finden, so muss sie in eine solche ver- 
wandelt werden, in welcher nur eine trigonometrische Function 

vorkommt. Zu dem Kndc kann — sin & 3 für cos ar. oder 
1 — cosjr 2 für sin a: 2 substituirt werden. Das erste Verfuhren ciebt 

die Gleichung sin ^r 4 -f~isin xr*=\, also sin ar=i-±^/ — ^db|^l7, 



') Ich glaub« in Betreff dieser Aufgabe auf die Abhandlung Nr. XXX. im 
2ten Theile des Archivs, §. 14 — §. 16., verweisen zu dürfen. Die, Ent- 
wickelung eines völlig indepeudenten Ausdrucks, auf welchen Herr Dr. 
Haedenkamp .seine Absicht vorzüglich gerichtet zu haben scheine, ist 
allerdings sehr zu wünschen, uud dieielbe daher der Aufuierksajnkeit 
der Leser des Archivs angelegentlich zu empfehlen. . 

G. 



igmzea Dy 



Google 



103 



das zweite aber cos ar»-r*|cos artsrl, also cos x-==—±+i\VYi. 
Da ober sin ac keine imagin aire Grösse and cos ac Dicht «< — 1 

ist, so kann nur sin ac= zbV^— |-f-|\/T7 und cos a^z-^^VT! 

sein. Nach der ersten von diesen beiden Gleichungen ergeben sich 

. 2>Ö° ">90° ">180° 

vier Werthe von ac und zwar 1) ^^9Qo, 2) -a^isoo» 3) a?^270°* 

2> 270° ✓ 

4)^^360°' die zweite, cos ^r = — £-f-|Kl7, giebt aber nur 

zwei, nämlich 1)^^900 un ^ ^^^aöO 0 ' un( * d ' e De iden letzte- 
ren sind diejenigen, welche hier allein gebraucht werden können, 
da ja cotg .r = 2sin ac sein soll, und diese Gleichung nur für 

>0° ' >270° LP , , 
x ^ ^Q 0 und ac ^ ^jQo stattnnaen kann. 

Aehnliche Aufgaben lassen sich bilden nach den Gleichungen: 

1. sin ac = 2cos .r 

2. tg = cos ac 
* 3. sec = cotg 

4. cos ac — sin .r* — cos ac* 

5. jcos ^r = sin ac* — cos ac % . 



Man soll den folgenden aus dem London, Ediuburgh and 
Dublin Pbilosophical Magazine. September 1842. p. 179 
entlehnten Satz beweisen: 

Wenn wie gewöhnlich a> 6 9 c die den Spitzen A, B, C 
eine» sphärischen Dreiecks ABC gegenüberstehenden 
Seiten dieses sphärischen Dreiecks sind, von den Spit- 
zend, Bf C durch einen und denselben beliebigen Punkt 
S auf der Oberfläche der Kugel bis zu den gegenüber- 
stehenden Seiten a, 6, c die Bogen grösster Kugelkreise 
°> ß> Y gezogen, und die zwischen dem Punkte S und 
den Seiten a, />. c liegenden Stücke dieser Bogen durch 
a', ff, / bezeichnet werden, so ist immer 



r9V 



sin « 



sin q 



sin ff 
sin ß 



sin Y \2 
sin y 



t ft sin a sin tt sin y' . sin a l/t 

■4 (1 — cos £)' 



sin 
sin 



sm 



j^(l-cos C ) 

Die Seiten <ar, c eines ebenen Dreiecks kann man sich als 
im Verbältniss zum Radius unendlich kleine Kreisbogen denken, 
w> wie auch die von seinen Spitzen A t B % Cxiurch eiuen beUebi- 
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Punkt S in seiner Kpene bis zu den gegenüberstehenden Sei- 
fen fr. //. c gezogenen geraden Linien u. ß, y, und deren zwischen 
dem Punkte S und den Seiten c liegende Stücke a', /?\ y'- 

Cnter dieser Voraussetzung hat mau in der vorhergehenden Glei- 
chuug cos u = cos h = cos c = 1 ; sin tt = a, sin ß=ß, sin/ = ^; 
sin a —a, sin ß' = p> sin /=/ zu setzen, und erhalt aus der- 
selben dann sogleich die bekannte Gleichung 

-^T-*-?- 1 - , ... 

« • •. - . • .1 •• • 



— '». ' V. 



< • 



I 



XVII, 

Miscellen. 



In dem Cambridge matbematical Journal. February. 1842. p. 96 
wird folgende Ableitung der Neper'schen Analogieen mitget heilt, 
die, wenn sie sieb auch schon anderswo finden sollte «), doch je- 
denfalls nicht so allgemein bekannt zu sein scheint , wie sie ver- 
dient, wobei icb indess nicht unbemerkt lassen will, dass mir im- 
mer der Weg, wo man zuerst die Gaussischen Gleichungen bewei- 
set, und aus denselben dann die Neper'sche ableitet, welches sehr 
leicht geschehen kann, wesentliche Vorzüge zu haben scheint. 

Wenn, wie gewöhnlich, 2# = *z -4- A-f-c gesetzt wird, so ist 
bekanntlich, wie man in jedem Lehrbuche der sphärischen Trigono- 
metrie, linder, 



also 



4 i j* sin (s — Ii) s in (s — c) . 

tansr IA* = : r— - r— 

e 2 sin * sin (s — a) . 

, „ , ß, 2 sin (g — a) sin (s — c) 

tang \B — sin , 8in( ,_ Ä) - 

tang {C * = sin ) sin 

° ■ sin * sin (* — c) ' 



f. 



U.g Jtf- ^ .^=1!™^}.* 



•' • . . i\ • - t iU ' - ' ' 



•) In den mir zu Gebote stehenden Schriften finde ich dieselbe nirgends. 
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Weil nun ferner bekanntlich. 



. j % sin s sin {s — a) »li'*n«.; ..! 

C0S *<* — 8\n6smc i 



, „. sin * sin (s — Ii) 

C08 ±B 2 =Z : : 

* sm f» sin c ■ 

sin*sin(* — c) 
cos *C = sjn Q sin jr 

ist, und die Grössen sin <*, sin Ö, sin c unter der Voraussetzung, 
dass alle Seiten und Winkel des sphärischen Dreiecks kleiner als 
180° sind, säromtich positiv sind; so hahen die Grössen sin #, 
sio (# — *), sin(*— Ii), sin (* — c) bffenbar alle gleiche Vorzeichen, 
ood die Brüche 

*m X*-c) ^ sin sin (* - a) 



sin * sin s sin * 



sind daher sämmtlicb positiv. Also ist nach dem Obigen, weil die 
Grössen tang \J, tang \B, tang IC unter der in Rede stehenden 
Voraussetzung sämmtllcb positiv 



• MM 



• tang } /r tang ^^4. 

Folglich ist, wie man hieraus leicht findet, 

(tan;; j^dbtang \B) tang \€ _ sin (#'— flAsht 

J =*= tang \A tang */? — sin *=Fsin *** 1 * 

(tang j^=fctang jC) tang \B sin (s — c)=fcsin (/ — g) 

l^Ftang >// tang sin *=Fsin (s — b) 9 ' 

(tang »ff dh tang \C) tang \A sin (# — c)=fcsin 6) ■ i.r< 

1 =F tang \H tang ^6* • ' sin * =F sin (#.— «) 5 " ' ? 
* I 
d. i. nach einigen bekannten goniometrischen Formeln: 

taag iM±tf) tang |C=— — , 



COS, 



tang UAztzC) tang = — , 



~ ' C0S |^ - Ol 



tang UfidbC) tang ^iss 



sin 

cos 
sin 



welches die erste Klaue der Nepertcken Analogieea ist. , 



I 
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Setzt mau ferner wie gewöhnlich = A B C, so ist 
bekanntlich 



tang = 



lang = — 
lang ic» = — 



COS 


/ 

* \ 

S cos (S 






cos («y 


— B) cos 


(S- 




cos 


S cos 


-B) 




cos (S 


— A) cos 


{S- 


er 


cos 


5 cos (S 


-C) 


WM. 1 



und folglich 



■ cos S 



Weil nun 



tung {a 2 taog 3= | 

tang ±a* tang Je* r= j 

I cos« 
tang & tang ^ 3 = ^ tfJ _Ui | 



cos [S 


-C) 


cos 


S 


cos (S 


-B) 


cos 


S 


cos (S 


-A) 



»infl 



3 

1 



sin -la 2 = — 



sin f£ 3 = — 



cos «S 


cos («y — 




sin 


ü sin C 


> 


cos iS* 


cos (*y — 




sin 


A sin 6" 


i 


cos S 


cos (*S — 


C) 



ist, und die Grössen sin A, sin /?, sin C unter der gemachten 
Voraussetzung sämmtlich positiv sind; so haben cos \ S — .7), 
cos (£— /?), cos — offenbar sämmtlich mit cos S entgegen- 
gesetztes Vorzeichen» die Brüche 

cos S cos £ cos 



cos {S — ty cos (S — By cos {S — Ä) 



sind daher alle negativ, und nach dem Obigen ist folglich, weil die 
Grössen tang |«r, tang \6 y tang \c sämmtlich positiv sind, 

. , cos *y 

tang \a tang \6 = - cos (S-C) ' 

cos iS 

; tang ±« tang = - cos (& , _ ßf , 

i/ . cos S j 

tang tang *c = - cos yg-jy 

woraus sich Unmittelbar 

cos (5 — C) 

; { , - cot \a cot *o = — 



cot ±a cot \c = — 



cos 


S ' 


cos (£ 


-B) 


cos 




cos (S 




cos 


5 



ergiebt. Folglich ist auf ähnliche Art wie oben 
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(cot \a Acot §b) cot \c cos {S — B)£z cos (8 — ^) 

l=Fcot \a cot £4 cos iSrfccos (S — C) r • 

' (cot fr ± cot je) cot ^ _ co«(jr-C)±co»(g-^ 
, }/) ^ =F cot I« cot *c cos Ä =fc cos {S - B) 

(cot ^=fecot je) cot jtf cos («y-~C)rfc C08 — 

l=Fcot 4i cot |« cos Ädbcos (S — A) 5 



* 9 



woraus leicht 

tang i(«±^) cot = — — — — , 

sin«« " 

tatig i(a±o) cot = — r^- , 



• • • • - »4 



tang *(A=fcc) cot ia = — » 

I 

erhalten wird, welches die zweite Klasse der Neper'scben Analo- 
gieen ist. .«. . : _ 

G. 



I I 

» 

üoter den verschiedeneu Alethodeo der PoIhÖkeubestimumng 
wendet der Seemann bei Weitem am Häufigsten die Beobachtung 
der Sonne im Mittage an. Zu dem Ende findet er' sich jeden Tag, 
wo ihm der Zustand der Atmosphäre eine gute Beobachtung ver- 
spricht, mit seinem Sextanten auf dem Verdecke ein, und verfolgt 
die Sonne, bis sie in ihrer Höbe stationär geworden; in diesem 
Momente stellt er scharf ein, lässt von nun an die Alhidade, unfce- 
rübrt, überzeugt sieb allenfalls durch das bald darauf erfolgende 
Siuken der Sonne, oder Einschneiden ihres Bildes in die Linie des 
Meereshorizontes von dem Vorübersein des Mittags, und was sein 
Instrument dann angiebt, gilt ihm für die Meridianhöhe der Sonne. 

Dieses fast zu praktische Verfuhren erfordert ein sehr häufiges, 
in der Nähe der Culminatiun wegen der geringen Höheuänderung 
für das Auge äusserst anstrengendes Einstellen, und lässt, wie es 
in der Natur der Sache liegt, stets eine Ungewissheit von einigen 
Minuten über die Zeit des Mittags oder desjenigen Moments, in 
welchem die Beobachtung eigentlich hätte angestellt werden müssen j 
in der That wird jeder Astronom, der im Vereine mit anderen an 
Bord beobachtete, sich der kleinen Streitigkeiten erinnern, die sich 
immer darüber erheben, ob die Sonne noch im Steigen, oder sta- 
tionär, oder wohl gar schon im Sinken begriffen sei. 

In dem ersten Bande der neuen Folge der Annalen 
der k. k. Sternwarte in Wien. Wien, 1841. S. XIJX hat 



Herr Adjunct Dr. J>. v. Littrow ein Verfuhren angegeben, 
welches bei hinreichender Einfachheit und Leichtigkeit uns wohl 
trecitrnet scheint, die . obige Methode der Breitenbestimmung zur 
See zu grösserer Genauigkeit zu erbeben, und daher jedenfalFs all- 
gemeiner beknnnt zu werden verdient, weshalb wir im Folgenden 
nnsern Lesern das Wesentliche desselben mittheilen wollen, wozu 
wir auch dariu eine besondere Veranlassung finden, dass, wie wir 
glauben , wohl auch Mancher auf dem Lande dieses einfache Ver- 
fahren .zur näherungsweisen Bestimmung seiner Breite geeignet 
finden und in Anwendung bringen wird. 

Zwei auf den Mittelpunkt der Erde bezogene Höben des Mit- 
telpunkts der Sonne seien //,/': die entsprechenden Stundenwin- 
kel und Declinationen der Sonne seien ff, a' und d, ö'; so hat man, 
wenn y die PolhÖbe bezeichnet, die beiden folgenden in völliger 
Allgemeinheit geltenden Gleichungen: 

sin h =sin 6 sin y-t-cos & cos y cos ffl 

sin //' =±=sin 6* sin y-f-cos $ cos y cos tfj ' " * 

Zieht man die zweite Gleichung von der ersten ab, so erhält man 

sin h — sin »£' = (sin S — sin (T) sin^y 

Vi } -f-(coa 6 cos o* — cos o** cos <f) cos <p. 

Es ist aber 1 f ;, 

sin h — sin //=2sio £(// — //') cos {(//-f-#), 

sin o* — sin o* = 2sin \(3— &) cos^(o*-r- o*) 

und 

COS S COS o — cos 6' cos ff' 
= cos 6 cos c— cos |o*-f-(ö* — 6)\ cos ff* 
= cos } <T -f- (<F — <y> I cos ff — cos 6' cos o* 
= cos 0* cos o*-—) cos 6* cos (6* — ö*j — sin ö* sin (o*' — 6*}[ cos ff* 
== (cos & cos (S — 6') — sin 6' sin (ö — d')\ cos ff — cos & cos ff* 
==cos o* cos ff— (cos o* — 2sin ^(6' — 6) sin ^(<*'-f-d)! cos ff* 
- ä=|cos o* — 2s in ±(d — o*') sin >(o*-f-o*')| cos ff — co« o* cos ff' 
-=cos 6 (cos ff— cos ff f ) + 2sin ll^" - *) s ' n i(^-r*^) cos ^ 
= co8 & (cos ff — cos ff') — 2s in ^(ö* — <?) sin J(o*-r-<r) cos ff 
= — 2cos o* sin ^(ff — ff') sin U*-*-*) 
-2sin *(tf-<P) sin ^^-J') cos ff- 
= — 2cos ö* sin 4(ff— ffO sin iOH-*') 
, V . , . -28in,{^-<f) sin j((T-*-o*) cos ff. 
Also ist nach dem Obigen 

..*.«*-**) «o. ; . 

= ~coa ö* sin «in l(ff-l-ff') cos y . • . 

m , ; -*-sin itf-rj») (cos i^+o*) sin y-sin i^+d») cos ö' cos <jp} 

XkiY. .*. .Ii*. 4 i : ■ .ii • *. ii ; • :•...:.•)•. . * 
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sin ±(h — N) cos \{h^U) ' 
= — cos 6' sin i((T— <f) sin Jfo-j-ff') cos f a 

H- s^n <?) (cos j(ö*-t-(P) sin y— sin i(ö*-r-o*) cos 0 cos y{| 
folglich , v , , , ..'•>,',. 

• sin UA — h') cos *(A-|-A') 

* • s»n ±{(f— 6') cos j((f-HQ sin <y— sin |(cf-f^n cos t/ cos g 
"*~ sin 4(tf-<0 cos <f cos 9 ». 

»V ^ / sin 4(<r — <0 cos cT cos y 

sinJ(^—£) cos l((f-j-<r) sin y— sin ^rf-f-d") cos a cos y 
"•"sin^ff-ö')- cos <T cos y 

Bei der Sonne ist nun der absolute Werth des Bruchs 



. .... s»n j(d— tf) 



sin — <0 . . \ 

immer eine sehr kleine Grösse, wovon man sich leicht uus den 
Epliemeriden überzeugen kann, und man kann also näherungsweise, 
aber ohne merklichen Fehler, 



* t « 
• • • . • « i 



2l -1-0-;— , in « (<r - 0 - cos<rcasy ....^j 

oder auch . ,\ v ^.v r 

* v T ' «in £(<f^<0 cosd-coa^ , 

und, wenn die absoluten Werthe von ä — hl und <r — ö* sehr klein 
sind, auch näherungsweise 



sin i«r4-^) = -— 77. • • • • *) 



oder auch 

sin cos cT cos y D > 

setzen. 

Bezeichnet jetzt y' einen genäherten Werth der Polhöhe y, und 
setzen wir y = y'-f-Ay'; so ist * 

cos y = cos y' cos Ay'— r sin y' sin A$P' . 

= cos 2sin — 2s » n ¥ »«n iA?' cos *Ay' . •'. 

= cos y' — 2s in £Ay' si n (y'-r-iAy')» 



und folglich 

sin Ha -4- tf\~ * — cos j(ä-f~A') 

* V *— ö' * cos <f|cos y' — 2sin ^Ay' sin (y' + *A?')t 

odcr (; . , 

sin i(<T4- ö 'V i= -^=lA'. cos \{h + h') .^^ m 

! V : rT / , tr — 0' cos d v { cos y' — 2sin ±Ay' sin (y' -*-iAy')| ' 
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also, weil die absoluten Wertbe von 

t 

2(<y— <f) cos <T sin 1A9>' (y'-f-^A?') 

2(<; — o*) cos <T sin *A<p' sin (y'-MA?') 

als Grössen der zweiten Ordnung offenbar sehr ktein sind, nahe- 
rungsweise 

^ .•fr, . /><.. \ \ -l-o , J- - < i . . 

»,D 4(0+^ = -^- cjcosy- ••• 6 > 

oder 

' :. **W+4+~t=5 . *" *!* .... 7) 

* v f er — <r cos <T cos <f> , 

Von diesen Formeln lässt sich nun die folgende Anwendung machen. 

Man nehme etwa eine halbe Stunde vor Mittag zwei Höhen 
der Sonne, und bemerke naturlich die entsprechenden Uhrzeiteo, so 
bat man den Bruch 

und kann nun mittelst der aus den Ephemeriden zu entnehmenden 
Declination d der Sonne an dem Tage, wo die Beobachtung ange- 
stellt wird, und der genäherten Polhöhe '/' nach der Formel 

sin + = - —-7 - cos 5 CÜS p . . 8) 

die Grösse i(^-f-^') berechnen, welche in Verbindung mit der be- 
kannten Grösse 7(0* — &) zu der Kenntniss von o und <f führt, 
Woraus man darin) ferner die Zeit des Mittags, d. h. das Zeitmo- 
ment, wo man die Höhe der Sonne messen muss, um ihre Meridian- 
höbe zu erhalten, im Voraus berechnen kann. Bestimmt man nun 
zu dieser Zeit die Höhe H des Mittelpunkts der Sonne, so ist 

9> = J — // -f-90° oder y z= d -f- >& — 90° 9) 

jenachdem y grösser oder kleiner als <) ist. ■ 

Alle gemessene Höhen müssen natürlich, bevor sie in die Rechnung 
eingeführt werden, wegen Collimationsfehler, Refraction, Halbmes- 
ser der Sonne und Parallaxe gehörig corrigirt werden, um, wie es 
•erforderlich ist, die auf den Mittelpunkt der Erde bezogenen 
Höhen des Mittelpunkts der Sonne zu erhalten, da auf diese 
beiden Punkte sich auch die in den Ephemeriden angegebenen 
Declinationen der Sonne bezieben, was aus den ersten Ele- 
menten der praktischen Astronomie liier als bekannt vorausgesetzt 
werden kann. Bezeichnet p die sogenannte Horizootalparallaxe 
der Sonne unter dem Aequator und // die gemessene Höbe des 
Mittelpunkts der Sonne, so findet man die Höhenparallaxe, welche 
bekanntlich zu der gemessenen Höhe // addirt werden muss, mit- 
telst des bekannten Ausdrucks p cos h für den vorliegenden Zweck 
hinreichend genau. 

Gestattet man sich noch einige kleine Vernachlässigungen , so 
kann, man die Formel 8) noch etwas bequemer zur Rechnung auch 
auf folgende/ Art ausdrücken. Weil nämlich h und f£ immer nur 
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sehr wenig von einander verschieden sein werden, so kann man 
näherungsweise // für \(h-\- h') sefzen, wodurch die Formel 8) fol- 
gende Gestalt erhält: 

. „ - k — h' cos h 

am jftf-l-Oa^yry ' cos <f cos y' ■ " ' I0 ) ' *' • 

Endlich ist aber auch, wenn man im Folgenden immer die obern 
oder untern Zeichen nimmt, jenachdem y' grösser oder kleiner als 
d ist, näherungsweiae 

Ä = zfc 0 — 9') 90°, 

« » 

und folglich cos //==psin (<J — y'), also nach der Gleichung 10) 



»der 



./ sin (cf — 7') 



sin ^(cr-f-cr'^i-^p (tang ö*— tang . . . 12). 



So einfach diese Formeln auch sind, so kann man sich die 
Rechnung nach denselben doch doch beträchtlich durch Tafeln er- 
leichtern. Nimmt mau nämlich, was immer iu der Macht des Beob- 
achters steht, die Zwischenzeit zwischen den beiden vor Mittage 
anzustellenden Beobachtungen constant, etwa 5 Minuten, und drückt 
den absoluten Werth der Differenz der beiden Höhen, welchen wir 
durch dh bezeichnen wollen, immer in Bogensecunden aus; so ist 

'••».! AVA 

oder „ 

i * 

• • ,/-. . ~n - im tang y'— -tan g d 

sin \((y-\-<f) = ^p d/t . — A50(J — — ....14). 



♦1 



Bringt man nun den Logarithmus der Grösse 

1 ' sin' (ff' — 6) tang y r — tang d 

4500 cos d cos yT'— 4500 # * " ' 

* • ■ s * 

wobei wir jetzt y' grösser als S annehmen wolllen, in eine Ta- 
fel, deren Argumente die Polhöhe und die Declination sind, 
und besitzt eine zweite Tafel, welche aus dem Logarithmus des 
Sinus eines Bogens unmittelbar diesen Bogen in Zeit ausgedrückt 
giebt, so kommt die ganze Berechnung der Formel 13) oder 14)* 
auf das Aufschlagen des Logarithmus von dh und seine Addi- 
tion zu dem aus der ersten Tafel zu nehmenden log A hinaus. Auf 
S. LVII — LIX a. a. O. hat Herr von Littrow zwei solche Tafeln 
beispielsweise mitget heilt, die erste für die Gränzen des mittellän- 
dischen Meeres, die zweite für Stundenwinkel, die eine halbe Stunde 
nicht übersteigen , und sagt, dass die oben ihren Grundzügen nach 
entwickelte Methode der Polhöbenbestimmung sich in der Praxis 
schon bewährt habe, bei Beobachtungen, die ein ausgezeichneter 
Offizier der österreichischen Marine, Herr Linienschiffs -Fähnrich 
Bocchia angestellt und nach dieser Methode berechnet, sich auch 
dadurch bewogen gefunden hat, dieselbe zu seinem eigenen Ge- 
brauche für immer anzunehmen. Herr von Littrow fügt noch 
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hinzu , dass die noch der obigen Methode näherungsweise gefun- 
dene Uhrzeit des Mittags , verglichen mit der bekannten Ulirzeit 
des Mittags für den letzten Ort, wo man eine genaue Längenbe~ 
Stimmung vornahm, zu einer beiläufigen Länge des Beobachtung*- 
orts, und dadurch auch zu der Kenntnis* der Epoche, für welche 
man aus den Epbeineriden die Decliuation der Sonne zu nehmen 
hat, fffhre." ' Hierüher, so wie über die weitere Entwicklung der 
obigen Methode überhaupt , muss man aber den lesenswerthen Auf- 
satz des Herrn von Littrow a. a. 0. selbst nachsehen. 

G. 



- i . — - % 
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II y a aujourd'liui ä Plnstitut Polytechnique de Londres une 
macbine älectrique qui est probablement la plus puissante que l'on 
connaisse. Le diametre du plateau de verre est de 7 pieds. celui 
du conducteur, de 4 pieds. La resistance du plateau coutre les 
frotteurs est teile qu'une machine a vupcur est empfoyee a le faire 
tourner. Quand la machine est fortement chnrgee, une etincellc 
traverse facilcment uu livre £pais. La puissance d'une teile machine 
öftre un vaste champ aux experiences de physique, et Ton doit en 
attenüre uninteressantes decouvertes. 

Qn.copnait nombre d'exemples de pluies jaunätres, dont on 
sait que la matiere colorante n'est autre chose que le pollen des 
arbres, principalement des Pins. Ces pluies ont lieu le plus fre*- 
quemment dans les mois de mai et juin, mais elles arrivent ordi- 
nairement apres' des orages. Nous apprenons qu'au mois de mai 
1841 il en est tombe une ä Picton (Etats-Unis) pendant un'/nuit 
sereine que. n'avait prdeedee aueun orage. Elle coosistait en uue 
poussiere jaune qui tut recueillie, en gründe quantite, ä bord d'un 
vaisseau dans le port. Examinee ä Paidc de puissants microscopes, 
par M. J. W. Bailey, eile a 6t6 reconoue pour Stre entierement 
composi'e de pollen de Pin. Une autre poussiere egalement tarn- 
be*e a Tro v, en- mai, et qu'on avait cru etre des sporules de Lyco- 
podes, a e*te reconnue uussi pour du pollen de Pin. L'analyse 
ehiinique en a e"te faite par M. Blake, qui en a retire% parladisso- 
lutidn, du nitrogene et de Tammoniaque; l'acide hydrochlorique. et 



Pincineration ont donn6 pour rewdu une grande quantit6 de phos- 
phate de chaux. *L 
(l'lnstitut. Nr. 439. 26. Mai 1842.) 



Ivi 

'VI'- 



• / 



ericbtigung. 

In der vierten der Formeln 10) auf Seite 46 und in der vierten der 
Formeln 11) auf Seite 48 ist (— 1)»—1 stau (<— 1)» zu setzen. 

••-*•« , : !. • . , , • : . . . • 
• Ii <!'>J-' . . . • . , ? . .'..,,...„ 

■i«) .: ..; .*» » . . . . •* . • . 
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XVIII. 

Vorschläge zur Vermeidung einiger fehlerhaf- 
ten Ausdrücke in den mathematischen Lehr- 
büchern. 

i 

« * 

Von dem 

* 

Herrn Conrector Beyer 

. am Gymnasium zu Neustettin. 



Wahrscheinlich möchte wohl schon von allen Lehrern der Ma- 
thematik bei nicht wenigen Schülern die Erfahrung gemacht sein, 
dass sie Producte von zwei gleich, oder ungleich benannten Zahlen 
bilden, wenn ihnen auch bei der Multiplication gründlich auseinan- 
dergesetzt worden ist, dass der Multiplicator als Summandenzähler 
nie benannt sein könne. Worin liegt nun der Grund hievon? 
Ohne Zweifel in dem fehlerhaften Ausdruck, so mancher mathemati- 
schen Regeln und darin, dass man sich bei vielen geometrischen 
Beweisen die Multiplication von zwei Linien, von Linien und ebe- 
nen Figuren und dergleichen erlaubt. Möge hier die Erinnerung 
an die allgemeine Anwendung des nur von der geometrischen Zah- 
lenproportion geltenden Satzes, nach welchem das Product der in- 
nern Glieder gleich dem der äusseren ist, und an die Inhaltsbe- 
stimmung der geometrischen Figuren genügen, bei welcher nur zu' 
häufig von dem Producte der Grundlinie oder Grundfläche und der 
Höhe die Rede ist. Enthalten nun die Lehrbücher in ihren Lehr- 
sätzen solche unrichtige Angaben, so können die in Anmerkungen 
etwa gegebenen Regeln, dass statt der benannten Zahlen und ste- 
tigen Grössen eigentlich blosse Zahlen zu denken seien, nach 
unsern Erfahrungen, vor irrigen Auffassungen nicht genügend 
schützen, da ihr Inhalt von den Schülern gewöhnlich als weniger 
wichtig betrachtet wird. Jene Fehler lassen sich aber leicht uud 
ohne grosse Weitläufigkeit vermeiden. , 

Für die auf einfache Proportionen sich gründenden Rechnun- 
gen reicht die Regel aus, dass vor der wirklichen Berechnung des 
zu bestimmenden Gliedes das Verhältniss mit den bekannten Gliedern 
in ein Verhältniss onbenannter Zahlen verwandelt, also z. B. statt 

Tl, eil HI. 8 
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a Pfd. : £Pfd. = cSgr. : o:Sgr. die Proportion a: 6z= cSgr : oc Sgr. 

h • C 

gebildet werdco müsse, aus welcher x Sgr. = — — Sgr. als der 

Werth von £Pfd. sofort bervorgebt. 

' Bei den mit Hülfe der Zusammensetzung von Verhältnissen 
auszuführenden Rechnungen müssen aber zunächst alle Verhältnisse 
lauter unbenannte Zahlen enthalten, und es ist erst in der durch 
die Zusammensetzung entstandenen Proportion in dem Verhältnisse, 
welches die unbekannte Zahl enthält, die erforderliche Benennung 
hinzuzufügen. 

Für die Auflösuug von Gleichungen ist, wenn anders Aufga- 
ben mit benannten Zahlen gegeben sind, nach der Bildung der 
Gleichungen die Weglassung der Benennungen zu empfehlen, wel- 
che so lange fehlen können, bis die I n bekannten berechnet sind. ) 

In der Geometrie ist es bei der Inhaltsbestimmung, so wie bei 
der Berechnung unbekannter Grössen aus gegebenen zu tadeln, 
wenn für die räumlichen Grössen allgemeine Zeichen, wie r » 
p, k u. s. w. eingeführt, und solche bald als benannte, bald als 
unbenannte Zahlen, wie z. B. in der Formel f-=zr % n gebraucht 
werden. Um diesen Fehler zu vermeiden, ist es angemessen^ hier 
eine bestimmte Benennung z. B. Fuss als allgemein geltendes Maass 
anzunehmen, und mithin die Grösse der Linien durch if', //', r\ 
die der Flächen durch a u \ f Q ' und die der Körper durch p c \ k r \ 
uder auf eine andere noch zweckmässigem Art auszudrücken, und 
beim Rechneu die Benennungszeichen da, wo es erforderlich ist, 
stets wegzulassen. Wird die angegebene Bezeichnungsart ge- 
wählt, so können auch in der Trigonometrie bei der Berechnung 
der Dreiecke nicht mehr solche unrichtige Gleichungen, wie 
log Aß = log ^C-f-log sin C — log sin ß und ähnliche vor- 
kommen, wo für log AB und log AC geschrieben werden muss 
log c und log //, vorausgesetzt, dass c und b blosse Zahlen sind. 
Ein ähnlicher Fehler, wie der zuletzt gerügte, kommt auch in der 
zusammengesetzten Zinsrechnung vor, indem man hier gewöhnlich 
das kapital == a, oder = c setzt, so dass a und c benannte Zah- 

len vorstellen, und dann den Ausdruck a . (1 -f- jüqJ'S 'in welchem 

überdiess noch der Multiplicator benannt ist, durch Logarithmen 
berechnet, woraus man consequent schliessen konnte, dass es auch 
Logarithmen benannter Zahlen gäbe. 

Bei den geometrischen Beweisen können die Zusammensetzun- 
gen der Proportionen umgangen werden, sobald nur in den Lehr- 
sätzen die Ausdrücke zusammengesetztes VcrhäMtniss, oder Product 
stetiger Grössen vermieden sind,"wenn zuvor folgende zwei Sätze, 
welche mit ihren Beweisen hier eine Stelle Buden mögen, erwiesen 
sind, und, wo es irgend thunlich ist, rein geometrische Beweise 
gegeben werden. 

1. Sind A, /?, E, F, so wie C, D, G, H gleichartige Grös- 
sen, und ist zugleirh A : B = C ; D und E : F = Giß. so 

, A B CD 
ist auch ~£ 1 ~p ~ J; ' Jj- 

Beweis. Es sei M für A, B, E, F, und N für (7. D, G, H 
gemeinschaftliches >Ja;iss und zwar A zzza . 3i % B=zb.M; 
C==#r.A, />=£.A 5 E=zc.M, F=f.JM\ G = e.N, 



« 
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Ii = / . A T ; dann ist = — , ^= y, ^ = — and 
jj x= y ; aber, es 13t — : y = — : y, folglich auch ^ : 

* * * » 

2. Sind A, B, C, D gleichartige Grössen, und ist A : B 
= C : ZJ, so ist auch 4 : C= /? : />. 

Beweis., Da : B == C : O und auch C : D — *C i D, so ist 

AB AB 
nach 1. auch : ^ = 1:1, also ^ = ^, oder ^4 ; £== B : ZJ. 

!, Zur Rechtfertigung der hier aufgestellten Behauptung sollen 
im Folgenden die in der seebsteu Ausgabe des Grundrisses von 
Lorenz vorkommenden unrichtigen geometrischen Sätze und Be- 
weise so gefasst werden, wie man es von der Mathematik mit 
Recht fordern darf. Zunächst muss §. 195. so lauten: 

Zwei schiefwinklige Parallelogramme verhalten 
sich, wie die Rechtecke aus ihren Grundlinien und 
Höhen. 

Der Beweis für diesen Satz erhellet sogleich, da die Rechtecke 
den Parallelogrammen gleich sind. 

Vor demselben könnte aber noch folgender eingeschaltet 
werden: 

Zwei Rechtecke verhalten sich, wie die Producte 
aus deu Maasszahlen °) ihrer Grundlinien und Höhen. 

Cm letzteren zu beweisen, muss freilich schon die Ausmessung 
eines Rechtecks gelehrt sein , allein diese Lehre möchte auch un- 
mittelbar hinter deji Abschnitten, welche von der' Verwandlung ebe- 
ner Figuren in Rechtecke und Quadrate und von dem Maassc der 
stetigen Grössen handeln, die passendste Stellung finden. 

Die Sätze in §. 196. und §. 198. können auf folgende Art aus- 
gedrückt werden: 

§. 196. Zwei Quadrate verhalten sich wie die zwei- 
ten Potenzen der Maasszahlen ihrer Seiten. 

§. 198. Zwei Parallelogramme, wie auch zwei Dreiecke, in 
denen ein Winkel gegenseitig gleich ist, verhalten sich wie die 
Rechtecke aus den diesen Wiukel einschliessenden Seiten. 

Beweis. Da die Parallelogramme einen Winkel gleich .haben, 
so kann man sie so aneinander legen, das» die gleichen Win- 
kel fckbeitelwiukel werden. Es seien also (Taf. II. Fig. 3.) 
die beiden Parallelogramme AC und AF die gegebenen. Um 
nun den Sulz zu erweisen, construire man aus AB und AD, 



•) Wie zweckmässig es sei , nicht nur die Grösse, mit welcher zu messen 
ist, sondern auch diejenige Zahl besonders zu benennen, welche angiebt, 
wie oft jene in der zu messenden Grösse enthalten ist, wird wohl von 
Niemand in Zweifel gestellt, und daher gebraucht Ohm* das Wort Ge- 
mäss für die erstere Grösse, und das Wort Maass für die Zahl, welche 
bestimmt, wie oft das Gemäss zu nehmen sei. Dieser Gebrauch dürfte 
aber schwerlich zu billigen sein, da das Wort Maass sprachlich nicht 
eine Zahl, welche zählt, bedeuten kann. Uns scheint hiefür das Wort. 
Maasszahl das angemessenste zu sein. 

• % 8*. 



1 
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so wie aus AE und AG die Rechtecke AH und AI, und 
verlängere FG und BC % bis sie sich in A , und /" V und. 
BH, Eis sie sich in L treffen. Jetzt ist AC: AJi=ADz AG 
x und AF\AK=AE\ AB, ebenso ist AH: AL=zAD iAG, 
weil AIh=AM und AG=:AN ist, und AF:AjL=AE: AB, 
folglich ist : AK=AH : ^Z, und : AK=A1 ': AL* 9 

AC AH 

und hieraus folgt durch Division -jjji : 1 = f/ : 1, also 

auch A C : AF= AH : AJ, w. z. e. w. 

* 

Der Beweis für die Dreiecke ist dem vorstehenden ähnlich« 
Die Beweise zu den Sätzen in §. 220. und 222. lassen sich 

richtiger so führen: 

§.222. Aehnliche Dreiecke verhalten sich wie die 

Quadrate ihrer ähnlich liegenden Seiten. 

Beweis. Ist (Taf. II. Fig. 4.) ^ABCoo^abc, und sind AD und 
ad Quadrate über den ähnlich liegenden Seiten AB und ah. 
so soll /±ABC: ^abc=AD: ad sein. Man mache AF=AC 
und a/=ac, und ziehe FG parallel AB, so wie fg parallel 
ab, so ist AG : AD = AFi AE=:AC: AB, und ag i ad 
— ac : ab. Nach der Voraussetzung ist aber AC : AB 
= ac : ab, folglich hat man AG : AD = ag : ad und da- 
her auch AG : ag = AD : ad. Da nun nach §. 198. 
l^ABC : fcabc = AG : ag, so ist auch &ABC : 
= ^Z> : 

§. 220. Von drei stetig proportionirten Linien wie (Taf. II. 
Fig. 5.) AD, CD, BD in dem rechtwinkligen Dreiecke ABC ver- 
halt sich die erste zur dritten, wie das Quadrat der ersten zu dem 
der zweiten, also AD : BD = AD? : CDl. 

Beweis. Es ist &JCD : ^BCD = AD : BD, wegen ihrer 
gemeinschaftlichen Höhe CD, ferner ist wegen Aehnlichkeit 
der Dreiecke ^ACD : &BCD = AD9 : CD9 y folglich ist 
auch AD : BD = ^ZJ'/ : CZK 

Vermittelst des §. 22|2. kann leicht folgender Satz bewiesen 
werden. 

Sind vier Linien proportionirt, so sind auch ihre 
Quadrate proportionirt. 

Beweis. Es seien die vier Linien durch /, //, C, D bezeich- 
net und A : B = C : D. Man construire aus A und C und 
einem beliebigen Winkel, und ebenso aus B und D und dem- 
selben Winkel zwei Dreiecke, welche ähnlich sein werden, 
und daher sich sowohl wie ..-/•/ : Bf, als auch wie C'i : />/ 
verhalten, woraus die Richtigkeit des Satzes folgt. 



Nach dem Gesagten ist leicht einzusehen, wie die stereometri- 
schen Sätze in den §§. 320. 321. 323. 333. 341. 351. und 375. rieh, 
tiger auszudrücken und zu beweisen sind. Daher soll hier bloss 
der Satz in §. 323. besonders betrachtet werden. Er muss lauten: 

Zwei ähnliche Prismen verhalten sich wie die Wür- 
fel ihrer ähnlich liegenden Seiten. 

l T m ihn gehörig beweisen zu können , ist es nöthig folgende 
zwei Sätze voraufgebeu zu lassen. 
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1. Aehnlicbe Parallelepipeda verhalten sieb wie die 
Würfel ihrer ähnlich liegenden Seiten. Ist (Taf.111. 
Fig. 1.) AGcoag und sind AD und ad ähnlieh liegende 
Seiten, so soll AG : ag=AD c : ad c sein. 

Beweis. 1. Sind AG und ag rechtwinklige Parallelepipeda, 1 
also ihre Grundflächen AC Und ac Rechtecke, so construire 
man über AD und ad die Quadrate AI und ai uod über' 
letzteren die Würfel AM und am, deren obere Seitenflächen 
LM und Im, durch die Parallelepipeda erweitert, die Recht- 
ecke MJV und mn geben. Bezeichnet man nun die ähnlicheu 
Parallelepipeda AG, ag mit P, die Würfel AM, am mit 
Ii \ w, und die an diesen liegenden Parallelepipeda UM. 6m 
mit A, a, so verhält sich wegen gleicher Höhe W: { W-\-A) 
= AJ : AC=zAK : AB = AD,: AB und w : (w-\-a) 
=ad:aö, und wegen gemeinsamer Grundfläche P: (IV -\ A) 
= AE ALz=.AE x AD und : = : ad. Da 

nun aber wegen der Aebnlichkeit von P und p sich AD . AB 
= ad : a£ und Jfi? : AD — ae : m/ verhält, so ist auch 
W : ( W-\-A) = w : («'-»-«) und P\ {W-\-A)=p\(w-\-a), 
folglich durch Verwechselung der mittlem Glieder W : to 
= (W+A):(w + a) und P : p = (W+A) i 

und daher /» : /» = JF: w = AD° : 

« • 

Sollte bewiesen werden, dass P : p = AB* : sei, so würde 
der Beweis dem voraufgehenden ganz ähnlich sein, nur müsste 
W — A und w — a statt W-\- A und w-\-a geschrieben 
werden. 

2. Sind aber die Parallelepipeda AG und ag nicht rechtwinklig, 
so verwandle man sie in rechtwinklige und zwar so, dass 
AD und ad in diesen ebenfalls ein Paar ähnlich liegende 
Seiten werden. Dann verhalten sich diese, weil sie ebenfalls 
ähnlich siud, nach 1. wie AD C : ad c , da sie aber beziehlich 
mit AG und ag gleich sind, so muss auch AG : ag=AD c : ad c 



2. Sind vier Linien A, B, C D proporti onirt, so sind 
auch ihre Würfel proportionirt, ist also A : B= C : D, 
so ist auch A° : B c = C c : D°. 

Beweis. Man construire aus den Linien A, B, C, D zwei 
ähnliche Rechtecke, so dass /. B, und (\ D ähnlich lie- 
gende Seiten werden, und beschreibe über den Rechtecken 
zwei ähnliche Parallelepipeda P, p, so ist nach dem ersten 
Satze P : p = A^ : B* und auch P : p=C° : D<>, woraus 
A« : B°= C* : D c folgt. 

Nun lässt sich der vorhin über das Verbältniss ähnlicher Pris- 
men aufgestellte Lehrsatz folgendermassen beweisen. 

1. Die ähnlichen Prismen seien /', p, und "es soll bewiesen 
werden, dass sie sich verhalten wie die Würfel von einem Paar 
ähnlich liegender Seiten der Grundflächen »V. *, also wie Sc : 
Da sich jedes Prisma in ein rechtwinkliges Parallelepipedum mit 
einer gegebenen Seitenlinie verwandeln lässt, so kann man statt 
der Prismen P y p zwei ihnen gleiche Parallelepipeda G, g setzen, 
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welche rechtwinklig und einander ähnlich 0 ) sind, und die Kanten 
>V. s ebenfalls zu ähnlich liegenden Seiten haben. Dann ist nach 
dem ersten bewiesenen Satze O : a-n=Ä c : # c , da aber G = P 
und #- = /;, so mus8 auch P : pz=ztS c : t c sein. 

2. Wird aber behauptet, dass die Prismen sich verhalten wie 
die Würfel von solchen ähnlich liegenden Seitenlinien A, fr, welche 
nur zu den Seitenflächen gehören, so folgt die Richtigkeit der Be- 
hauptung aus dem unmittelbar vorher bewiesenen Nutze. Denn 
nach 1. ist P : pz=zS<> \ aber S c : * C = A C : a c s weil nach 
der Voraussetzung S : s^=.A : a ist, folglich auch P'> p~A c : a c . 

Noch möge hier der Beweis eines stereometrischen Satzes eine 
Stelle (Inden, um die weitere Auwendung des oben bewiesenen 
Satzes 1. zu zeigen. 

Zwei Prismen von gleicher Höhe verhalten sich wie ihre Grund- 
flächen. (Vergl. Matthias Leitfaden §. 272.). 

Beweis. 1. Sind die Prismen dreiseitig, so folgt der Satz leicht 
aus dem, dass zwei Parallelepipeda von gleicher Höhe sich 
wie ihre Grundflächen verhalten. 

2. Ist aber das eine Prisma, /\ über der Grundfläche G dreisei- 
tig, und das andere, Q, über der Grundfläche F viel- z. B. 
fünfseitig, so lässt sich letzteres in drei dreiseitige J , //, C 
über den Grundflächen //, I, K zerlegen, und es ist dann 
nach L A : B = Hi 7, daher (A + ß) : # = (//-f-V) : 7, 

auch ist C: B = K % . f y folglich durch Division '• 1 

= ^j[— i h also ' C=(J7-\- 1) : K, und daher 

wieder (A + ß + C) : C= {H-\- K) i K. Auch ist 
P: C=G :K, folglich d±*±C . 1 ^ßj z ^±J£ . j f 
und daher Q : Pz=F : G, w. z. e. w. 

3. Sind beider Prismen P und Q Grundflächen F und G vielsei- 
tige Figuren, so sei H ein dreiseitiges Prisma über der Grund- 
fläche // und von gleicher Höhe mit den beiden ersten. Dann 
ist nach 2. P : ß = F : // und Q : R= G : H, folglich 
P F 

77 : 1=77 : Ii und daher P : Q=zF : G, 

«C Cr / 



' . n. 



°) Bezeichnet man von den Parallelepipeden die Rechtecke, welche den 
Grundflächen der Prismen gleich sind, mit R und r, so ist, da diese 
Grundflächen sieb wie Sg : $<j verhalten. R : r = £V : und drückt 
man noch die andern Seiten jener Rechtecke durch B und b aus, so 

ist R : S7 = B : S? und r : sg = b : *, folglich — : ^ 7 = £• : — , 

R Si 

aber — = --, mithin ist «uch I> : b = S s und daher Rcor, Da 

nun auch die Höhen der Parallelepipedcn wie S : s, also nach dem so 
eben Bewiesenen auch wie B : h sich verhalten, so sind die Paralle- 
lepipeda ähnlich. 
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XIX. 

Aufgaben zur Anwendung des Variations- 

kalkuls. 



Von dem 



v 

Herrn Dr. G. Strauch 

» • • * "... 

Lehrer der Mathem. an d. Eniehungssnstalt zu Lenzburg im Kanton zu Aargau. 



(Ich lege hier dem Publikum einige Probleme aus einem grösseren Werke 
vor. Jede Bemerkung, jeder gegründete Tadel, u. s. w. wird, je eber 
man damit .kommt, mit desto grösserem Danke angenommen werden). 



Bs ist bekannt, dass schon, ebe L a ir ränge den Variations- 
kalkul erfunden hatte, einige dabin gehörige Probleme aufgestellt, 
und so, wie es bei dem damaligen Mangel einer Metbode geschehen 
konnte, d. b. auf eine höchst unvollständige Weise, gelöst waren. 
Euler fügte den bereits vorhandenen Problemen noch viele hinzu, 
und versuchte es, eine .Metbode zu deren Auflösung zu geben. 
Dieses geschah in seinem berühmten Werke: Methodus inve* 



niendi lineas curvas maximi m 
dentes. Lausannae et Genevae 



mimive proprietate gau- 
anno 1744. 4. 

Später erfand Lagrange den Variationskalkul, und so zeigte 
sieb nicht nur, dass die in dem besagten Euler'scben Werke ange- 
wendete Methode gar keine Methode sei, sondern auch, dass in 
demselben aus den vielen Gattungen von Problemen nur eine ein» 
zige Gattung repräsentirt, die Probleme selbst aber immer noch 
höchst unvollständig gelöst seien. (Man denke namentlich daran, 
dass bei allen diesen Auflösungen die Gränzgleichungen fehlen, 
und dass das Mittel mangelt, wodurch man entscheiden kann, ob 
ein Grösstes oder Kleinstes, oder keines von beiden stattfinde, 
u. s. w.). 

Euler ergriff nun die Lagrange'sche Erfindung, und bear- 
beitete sie auf eigene Weise; und seine neueste darüber geschrie- 
bene Abhandlung ist als Muster anerkannt (Novi. Comm. Acad. 
Petrop. Tom. XVI. pog. 35—70). 

Neben den Bearbeitungen des Variationskalkuls , welche, wir 
von Euler und Lagrange besitzen, müssen vorzüglich diejenigen 
beachtet werden, weiche wir von Martin Ohm besitzen. Sie sind 
eine erfreuliebe Zugabe zu dem, was seine Vorgänger geleistet 
haben (Man sehe: Lehre des Grössten und Kleinsten. Ber- 
lin 1825. Höhere Mathematik in zwei Bänden. Leipzig 
1839. System der, Mathematik. Berlin 1828-1333). 
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Ungeachtet dieser vortrefflichen theoretischen Bearbeitungen 
ist aber die Kenntniss des Variationskalkul'a noch so wenig ver- 
bfeitet, dass die grössere Anzahl der Mathematiker denselben nur 
dem Namen nach kennt. Worin mag diese Thutsacbe ihren Gruod 
haben? Etwa darin, dass solche Männer, wenn sie bei den Stufen 
der höchsten Höhe ihrer Wissenschaft angelangt sind, die Kraft 
nicht mehr haben, auch diese zu besteigen? Letztere Frage muss 
jedenfalls verneinend beantwortet, und der wahre Grund, dass die 
Kenntniss des Varintionskalkuls noch so wenig verbreitet ist, dar- 
in gesucht werden, dass es den abstrakten mathematischen Theo« 
rien, wenn man ihnen nicht mit praktischen Anwendungen zur Seite 
steht, eben so ergeht, wie es etwa einer in wissenschaftlicher 
Strenge abgefassten Aesthetik ergehen würde ? wenn keine Kunst- 
werke auf der Welt wären. 

Ich habe es unternommen, für die Anwendung des Variations- 
kalkuls Probleme zu bilden und aufzulösen, und dadurch dem an- 
gehenden Analytiker Gelegenheit zu bieten, sich in allen Operatio- 
nen der höheren Analysis zu üben. Diese Probleme, wenn ich 
gleich selten mehr als drei von einerlei Art gebildet habe, sind zn 
einer sehr bedeutenden Anzahl angewachsen, und sie machen zu- 
sammen ein ausgedehntes Werk aus. Ich lege dem mathematischen 
Publikum einige dieser Probleme als Probe vor; ob ich grade die 
interessantesten vorlege, will ich nicht entscheiden, da das, was 
man interessant nennt, nur Geschmackssache ist. Zunächst mögeo 
Probleme über das Grösste und Kleinste folgen. Diese habe ich in 
drei Abtheilungen gebracht. 

Die erste Abtheilung enthält Probleme, die nur auf Urfunk- 
tionen führen. Diese musste ich alle selbst zusammen- 
setzen und ausführen. Ich will, wenn gleich diese höchst in- 
struktiv sind, und wegen ihrer Neuheit auch Interesse finden wer- 
den, hier in diesem Archive doch nur einige der einfachsten mit- 
theilen , weil man einmal gewohnt ist beim Variationskalkul auch 
jedesmal zu integriren. 

Die zweite Abtheilung enthält Probleme, welche auf 
Ausdrücke führen, in denen noch Differentiale eingehen. Die hier- 
her gehörige Theorie hat Lagrange (m. s. z.B. die Grelle' sc he 
Uebersetzung der Lagrange sehen Werke. Bd I. S. 495. 
498) nur angedeutet, und ihre Ausbildung verdanken wir Martin 
Ohm (man sehe z. B. dessen Lehre des Grössten und Klein- 
sten. Seite 208 —244). Probleme, welche in diese zweite Ab- 
theilung gehören, gibt es bis jetzt nur fünf. Das eine davon 
ist von Lagrange, und findet sich z. B. in der Crellc' sehen 
Uebersetzung. Bd. I. Seite 495. Ein zweites findet sich in 
Francoeur's Cours complet de mathematiq ues pures; 
Bd. II. Drei andere finden sich in Ohm's System. Bd. VII. 
Anhang II. Aufgabe 1, 5 und 6; die Aufgaben 2, 3, und 4 eben- 
daselbst sind weiter nichts, als drei verschiedene Fälle des so eben 
erwähnten von Lagrange gegebenen Problem's. V o n derglei- 
chen Problemen will ich viele mittheilen, da sie wegen 
ihrer Neuheit gewiss Interesse finden werden, und da 
sie höchst instruktiv sind, in welcher Hinsicht ich hier 
nur auf den einzigen Umstand aufmerksam mache, dass 
dabei fast immer mehr Gleichungen zu erfüllen lind, als 
unbekannte Stücke vorkommen. 



i 
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Die dritte Abtheilung enthält Probleme, welche auf Aas- 
drucke führen, in denen noch Integrale eingehen. In diese Abtei- 
lung gehört die Gattung der in Euler 's oben genanntem Werke 
(Methodus inveniendiu. s. w.) enthaltenen Probleme. Aller- 
dings haben Lagrange und Ohm einige in diese Abtheilung ge- 
hörige und sehr schätzeuswerthe Beiträge geliefert; allein das hier * 
zu bearbeitende Feld ist so ungeheuer, dass die von mir gemach- 
ten Zugaben allein soviel betragen, als die beiden ersten Abthei- 
lungen zusammen. Diese Zugaben brauche ich aber hier nicht auf- ♦ 
zuzählen, da ich ja im Begriffe bin, die Probe dem Publikum vor- 
zulegen. Ich werde bei jedem einzelnen Probleme der dritten Ab- 
theilung Gelegenheit nehmen auf das, was mein Eigenthum ist, auf- 
merksam zu machen. 

Obgleich ich aber hie,r in diesem Archive nur Pro- 
bleme mrttheilen will, so muss ich doch wegen der mir 
angehörigen Eigenthümlich keiten noch einige Bemer- 
kungen vorausschicken, sowohl über den Variationskal- 
kul überhaupt, als auch über das Grösste und Kleinste; 
und ich will mit einer, wie mir scheint, erschöpfenden 
Definition des Variationskalkuls beginnen. Der Sach- 
kenner wird dabei ersehen, auf welche Grundlage ich 
baue. 

Der Yariationskalkul ist derjenige Zweig der höheren Analysis, 
welcher, wenn man Funktionen in andere Funktionen übergehen 
lässt, die aus diesem Verfahren folgenden Ergebnisse untersucht, 
und anwenden lehrt. 

Der Variatioskalkul unterscheidet sich also wesentlich vom Differen- 
zenkalkul; denn dieser ist bekanntlich derjenige Zweig der höheren 
Analysis, welcher, während das eigentliche Wesen der Funktionen 
ungestört bleibt, nur die Wertbe der in den Funktionen befindlichen 
absolut unabhängigen Veränderlichen in andere Werthe übergehen 
lässt, und die aus diesem Verfahren folgenden Ergebnisse untersucht 
und anwenden lehrt. 

Unter die Aufgaben des Variationskalkul's gehört z. B. die Behand- 
lung der Fälle, wo die Funktionen, welche gewissen Bedingungen 
genügen sollen, das Gesuchte sind, wo also die Untersuchung 
selbst von ganz unbekannten Funktionen ausgeht. 

Die der eben besagten Aufgabe des Variationskalkul's analoge Aufgabe 
des Differenzen kalkul's ist die Behandlung der Fälle, wo die den in 
bestimmt gegebenen Funktionen befindlichen absolut unabhängigen 
Veränderlichen beizulegenden Werthe, welche gewissen Bedingungen 
genügen sollen, das Gesuchte sind, wo also die Untersuchung von 
noch unbekannten Werthen der in bestimmt gegebenen Funktionen 
i befindlichen Veränderlichen ausgeht. > , 

Wenn eine Funktion in eine andere übergeht, so sagt man: ,,sie 
wird variirt;" die Funktion selbst, welche variirt wird, wird 
variable Funktion, und der Unterschied zwischen der neuen und 
ursprünglichen Funktion wird Variation genannt. Wenn eine 
variable Funktion als einziges Element betrachtet wird, so nennt 
man sie einen variablen Veränderlichen. Man kommt nun zu fol- 
genden Unterscheidungen: ' 

A. Eine Funktion erleidet eine einfache Variation, wenn 
dabei die nichtvariablen Veränderlichen keine Werthänderung er- 
leiden. Die einfachen Variationen sind aber von zweierlei Art: 

■ 
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1) Kino Funktion wird gradeau für sich allein und unabhängig 
von andern Funktionen variirt; und eine solche einfache Variation 
nennt man eine unmittelbare einfache. 

2) Eine Funktion wird dadurch einfach variirt, dass eine an- 
dere, von welcher sie abhängt, einfach variirt wird, oder dass 
mehrere andere, von welchen sie abhängt, einfach variirt werden; 
und eine solche einfache Variation nennt man eine mittelbare 
einfache. 

B. Eine Funktion erleidet eine zusammengesetzte Varia- 
tion, wenn die nicht variablen Veränderlichen auch zugleich Werth- 
Änderungen erleiden. Die zusammengesetzten Variationen sind 
ober gleichfalls von zweierlei Art: 

1) Eine Funktion wird gradezu für sich allein und unabhängig 
von andern variablen Funktionen zusammengesetzt variirt; und eine 
solche zusammengesetzte Variation nennt man eine unmittelbare 
zusammengesetzte. 

2) Eine Funktion wird dadurch zusammengesetzt variirt, dass 
eine andere, von welcher sie abhängt, zusammengesetzt variirt 
wird, oder dass mehrere andere, van welchen sie abhängt, zusam- 
mengesetzt variirt werden; und eine solche zusammengesetzte Va- 
riation nennt man eine mittelbare zusammengesetzte. 

Hiermit ist die Idee des Y ariatio nsknlkuTs vollkom- 
men ausgesprochen. Bei der elementaren Klarheit die- 
ser Idee sind wir uns jedesmal bewusst, wann wir unbe- 
dingt e F r e i Ii e i t in den Operationen haben, und letztere 
nach einem zu erreichenden Zwecke einrichten können, 
und wann wir gezwungen sind, die Operationen den je- 
desmal obwaltenden Umständen zu unterwerfen und zu 
überlassen. 

,' A. Einfache Variationen, 

1) Unmittelbare einfache Variationen. Wenn eine 
Funktion y = (pa: in eine andere y-fr- tyx ubergeht, so fuhrt 
man ein weiteres Element x, welches von allen andern in ya? enthal- 
tenen Elementen unabhängig ist, und von welchem wiederum alle 
in rp& enthaltenen Elemente unabhängig sind, in die neue Funk- 
tion tj\T so ein, dass sie sich mittelst des Maclaurin'achen Sattes 
in folgende Reihe entwickeln Jässt: 

1) y-{- ky = (pjc-+-x . -Ht—Ö . <J l a\r-f- . ... 

, i - *~ 

* « 9 / 1 I Ii f 

oder 

'»•••' I ' •'.'(....'■• - t , . . t.tt >.' • 

») y-f- Ay=y-f-* . *H-r4 . t^y-f- 

Die. Ausdrücke Oy, <f 2 y, u. s. w. sind, wie man sieht, als Funktionen 
von a? zu betrachten. 

Wozu aber dieses fremdartige Element xi — Warum grade 
die nach lauter positiven ganzen Potenzen des x aufsteigende 
Reihe? — Was hat man mit diesem fremdartigen Elemente x an 
Ende aller Operationen anzufangen? — Wenn bei jedem beliebi- 
gen Werthe des w der Werth des neuen Ausdruckes tftje dem 
Wcrthe des ursprünglichen Ausdruckes yac unmittelbar anliegt; so 
muss das x in ipa: so eingeführt sein, dass die specieile Bedeutung, 
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welche man nach ausgeführter Reihen entwickelung dem x beilegen 
muss, ein im Momente des Verschwindens befindlicher Werth i«t 
Warum muss grade das x diese Bedeutung haben? — Ist es im- 
mer möglich, daa x so in die neue Funktion einzuführen?; — Mit 
der Beantwortung dieser Fragen steht und fällt die ganze Theorie 
der unmittelbaren einfachen Variationen. ov; 

Wenn eine Funktion y=y(a:, w) in eine andere y-f-A.'/ 
= V'i^'j ter) übergebt, so hat man auch hier in rf<{3?, tc) das Ele- 
ment x so einzuführen, dass sich mittelst des Maclanrin'schen 
Satzes folgende Reihe 



x» 



oder 



IV) y-f-Ay=y-r-x«^y-r-772'^y+ 

ergiebt. Hier wiederholen sich die bereits gestellten Fragen. Die 
Ausdrucke o*y, tf 2 y, u. s. w. sind, wie man sieht, als Funktionen 
von as und w zugleich zu betrachten. 

Auf ganz gleiche Weise hat man zu verfahren, wenn y=xp{ac y tc, v) 

ühergeht in y-f-Ay=Vfo «>, 

Und so tort. • »' < > ■' • '■ -*J • x 

In der Reihe II), IV) u. s. w. wird Äy die Gesammtvaria- 

tion, dagegen die einzelnen Glieder x . ö*y, ■= — - . o**^ u. s. W. 

werden bezüglich erster, zweiter, u. s. w. Variationstheil, und 
die Koeffieieoteu oy, J 2 y, u. s. w. werden bezüglich erster, zwci- 
ter, u. s. w. V ariation skoctficient genannt. 

2) Mittelbare einfache Variationen. Sobald die Theorie 
der unmittelbaren einfachen Variationen begründet ist, hat die der 
mittelbaren keinen Anstand. Das Entwickelungsmittel ist der Ma- 
' i'sche Lehrsatz. 



B. Zusamtncngcxctzte Variationen. 



1) Unmittelbare zusammengesetzte Variationen. Wenn 
eine Funktion y=$pa: übergeht in y-f- (A)y = ty(<x "+" ^• r )> wo 
Är eine blosse Werthänderung des nichtvariablen Veränderlichen 
x ist; so geht die Reihe 1) über in 

Cm aber die zusammengesetzten Variationen gleichfalls durch den 
Maclaurin'schen Satz entwickeln zu können, setze man statt der 
Werthänderung Das die Reihe 

VI) x . + ^ . H- . * -t- . . * * * v . ; .( 

Warum aber diese Reihe? — Wäre es nicht hinreichend, statt der 
Werthänderung Das blos das Produkt x . &as zu setzen? — In 
welchen Fällen genügt dieses Produkt, und in welchen Fällen ist 
die Reihe VI) nöthig? — Mit der Beantwortung dieser Fragen 
steht und fällt die Theorie der unmittelbaren zusammenge- 
aetzten Variationen. Setzt man nun die Reihe VI. an die Stelle 
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des Da: in der Reihe V. überall ein, und entwickelt man mittelst 
des Maclau rin 'sehen Satzes; so bekommt man folgende Reihe: 



wo 

1 '•• VIII) ( d ) y = rf 9 p^ + ^.^ = ( fy + ^.^ a . 

u. s. w. u. s. w. Die zusammengesetzte Gesammtvariation 
wird hier mit (Ajy, und der erste, zweite u. s. w. zusammenge- 
setzte Variationskoefficient wird hier bezüglich mit (d^y, 
(O^y, u. s. w. bezeichnet. Ich habe die Klammern desslialb 

fewahlt, weil sie überhaupt an zusammengesetzte Aus- 
rücke erinnern. Die mit Da: bezeichnete Werthänderung mag 
Gesammtdifferenz, die in der Reihe VI. befindlichen Glieder 

x 2 • * 

* * 172 * ^ 2,r > u * 84 w# m °gen Differenztheile, und die 

KoefEcienten #*^r, u. s. w. mögen bezüglich erster, zweiter, 
u. 8. w. Differenzkoefficient genannt werden. 

Wenn y=(p{a: i w) übergeht in y-+-{k)y=ip{a:-\-Da:, io-{-Dw), 
wo Da: und Dto blosse Werthänderungen der hichtvariablen Ver- 
änderlichen a: und to sind; so geht die Reihe III. über in 

X) y •+- (A)y = <P(& -+- Da:, u>-\-Dw)+x .dy(*+0&> w + Dtc) 
. ■+" — g • Da:, to H- Dw) 



üm aber auch diese zusammengesetzte Variation mittelst des Mac- 
laurin'schen Satzes entwickeln zu können, setze man statt Dx 
und Dw bezüglich die Reihen 

XI) x . ^4- JlL . 0*0. + -^-- 9 ^ + 



» - 



Setzt man diese Reihen wirklich statt Zte und />» in die Reihe 
X. überall ein, und entwickelt man mittelst des Maclaurin'sclien 
Satzes; so bekommt man 



XIII) y-*- (A)y=y-h* . . . 



wo 



dx ■ «1 ÄcT 
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KV) rt*^*»*?, ^+t. *^ 9* 



-1 



• » 



■* — — 



\ - 



+ d "" , h w) • *»» 



B. S. W. 

2) Mittelbare zusammengesetzte Variationen. Sobald 
die Theorie der unmittelbaren zusammengesetzten Variationen be- 
gründet ist, bat die der mittelbaren keinen Anstand. Das Ent- 
wickelungsraittel ist der Maclaurin'sche Satz. 

Das Grösste und Kleinste. Diese Aufgabe ist eine dop- 
pelte. Ich will den einfachsten Fall bier vornehmen. 

Es Sei U-=.f{aC) y), wo y ein variabler, dagegen jc ein nicht* 
vuriabler Veränderlicher ist; und man sucht für y eine solche Funk- 
tion (pa;, dass dann bei jedem beliebigen Werthe des x der Werth 
des Ausdruckes L : =/(xy g>x) grösser oder kleiner wird, als es 
der Fall sein kann, weiin man an die Stelle des y alle diejenigen 
Funktionen setzt, deren Werthe bei jedem beliebigen Werthe des 
r dem Werthe der Funktion <px unmittelbar anliegen. Ein sol- 
ches Grösstes oder kleinstes, welches durch den einfachen Varia - 
tionskalkul aufgesucht wird, und dessen Werth wegeu der noch 
etattfiudenden Allgemeinheit des as kein bestimmter ist, mag ein 
primäres Grösstes oder primäres Kleinstes genainit'werden. 

Hat man nun für y die Funktion </.r gefunden, bei welcher 
/ ' =/"(-z-> SP-r) ein primäres Grösstes oder primäres Kleinstes wird; 
so kann man noch für x einen solchen bestimmten Werth a auf- 
suchen, bei welchem dann der Ausdruck £/=/*(«, <pa) einen 
grösseren oder kleineren Werth bekommt, als wenn man die dem 
a unmittelbar anliegenden Nachbarwertbe einsetzt. Kiu solches 
Grösstes oder Kleinstes, welches durch den Differential kalkul auf- 
gesucht wird, und bereits eiueu speciellen Werth hat, mag ein se- 
kundäres genannt werden. 

Trifft es sich dann, dass der Ausdruck U=f(x^ y) gleich- 
zeitig sowohl in primärer als auch in sekundärer Beziehung ein 
Grösstes oder Kleinstes wird; so hat man ein zusammengesetz- 
tes Grösstes oder ein zusammengesetztes Kleinstes. 

Es ist nicht grade nöthig, zuerst den primären Zustand für 
sich allein,' und hierauf den sekundären Zustand für sich allein, 
aufzusuchen; sondern man kann den zusammengesetzten Zustand 
auch auf einmal auffinden. Oft ist man sogar gezwungen, den zu- 
sammengesetzten Zustand auf einmal aufzusuchen (man denke z. B. 
an die Probleme, welche auf bestimmte Integrale mit veränderlichen 
G ranzen fuhren). Das zusammengesetzte Grösste oder Kleinste 
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auf einmal aufzufinden ist aber Sache des zusammengesetzten Va- 
riationskalkul's. 

Da es nicht in eine Absicht ist, eine Theorie des Va- 
riationskalkuPs hier mitzuthcilen , so will ich die be- 
reits gemachten Rem erkunden nicht noch vermehren; 
denn jetzt wird jeder Leser die von mir herrührenden 
Eigentümlichkeiten, welche iu den nachfolgenden Pro- 
blemen vorkommen^ ohne weiteres zu würdigen verste- 
hen. Für einen Theil meiuer Leser ist es vielleicht nicht über- 
flüssig, wenn ich zu jedem Probleme einen Paragraphen aus Olim's 
Lehre des Grössteu und Kleiusten citire. 



Erste Abthcihmg. 

Aufgaben, welche auf Ausdrücke führen, die wirklicl 

Urf un ktion en sind. 

' Aufgabe l. 

(Zu Ohm's Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 160. §. 17.). 

Welche unter allen auf dasselbe rechtwinkelige Coordinatensy- 
stem bezogenen ebenen Kurven hat in jedem ihrer Punkte die 
Eigenschaft, dass sie das Produkt der zu irgend einer nach Uelle- 
ben gewählten Abscisse gehörigen Ordinate und dieser um die Or- 
dinate verminderten Abscisse grösser oder kleiner macht, als ei 
bei der nemlichen Abscisse alle andern der gesuchten Kurve in 
jedem Punkte nächstanliegcnden Nachbarkurven machen können? 

Die hier gestellte Aufgabe, welche eiu primäres Grösstes oder 
primäres Kleinstes sucht, führt auf deu allgemeinen Ausdruck 

I) lf=y.(a: — y), 

wo a; jede beliebige Abscisse und y die jedesmalige Ordinate der 
gesuchten Kurve ist. Die Ordinalen aller der Kurven, welche dei 
gesuchten Kurve in jedem Punkte nächstanliegen, werden darge- 
stellt durch 



er 



II) yH-x . dy-\- ~ö • ^^TTSTl * ' 

wo x der Null nächstnuliegend , y die gesuchte Funktion von ^r, 
und d*y» d*y, 6*y u. s. w. ganz willkürliche reelle Funktionen voi 
x sind. Aus 1. folgt nun 

III) dU=(x — 2y) . dy 

IV) c? 2 L =z (a; — %)tf 2 y - 2 . <Ty\ 

Aus b*£ T = 0 folgt sc — 2y±=0, d. h. es ist 

v ) y= i • 

Die gesuchte Kurve ist also diejenige Gerade, wi 
che im Anfangspunkte der Coordinatcu die Abscissen« 
axe unter einem Winkel schneidet, dessen goniometri 
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sehe Tangente ,^=.4 ist; und da sich jetzt Gleichung IV. auf 
d 2 U= — 2.3y* zurück zi cJit. also 1/ bei jeder reellen Funktion 
?on x, welche man für Sy setzt und hei jedem beliebigen Wcrthc 
des x negativ bleibt; so ist V'*±\ . ar» ein primäres Grösstes. 



Aufgabe 2. 

(Zu Ohra's Lejire des Grössten und Kleinsten. Seite 160. §. 17.), 



1 * * * 



Welche unter allen auf das nemliche rechtwinklige Coordina- 
tensystem bezogenen ebenen Kurven hat in sich einen bestimmten 
Paukt, der so gelegen ist, dass das Produkt seiner Ordinate und 
seiner um die Ordinate verminderten Abscisse nebst dem Produkt Seiner 
Abscisse und einer um diese Abscisse verminderten konstanten Li- 
nie grösser oder kleiner ist, als bei allen andern nachsrgelcgcncn 
Nachbarpunkten, mögen sie sich nun in der gesuchten Kurve oder 
in den ibr in jedem Punkte nächstanliegenden Nachbarkurven be- 
finden, der Fall sein kann? 

Diese Aufgabe, welche ein zusammengesetztes' Grösstes oder 
ein zusammengesetztes 'Kleinstes sucht , füliri auf den allgemeinen 
Ausdruck 

1) ü= y . (x — y)-\- x Aa — x) - 

wo x jede beliebige Abscisse und // die jedesmalige Ordinate der 
gesuchten Kurve ist. Die irgend einem beliebigen Punkte näcbst- 
gelegenen und sowohl in der gesuchten uls in allen nächstanlie- 
genden Nachbarkurven befindlichen Nachbarpunktc haben die Ab- 
scisse (x + Dx), welche man auch darstellen kann durch *.»iT! 

II) x^x .^x^^.^x-\-~-^ .&'x+ , 

und die Ordinate - j • •«*;. .i. , 



III) y^x.t^ + YTö.^V-f-YTjjTä-c^'y 

wo bekanntlich 



• » 



i s. w. ist. Da aber die Werthänderung des x ganz unabhängig 
und willkürlich ist, so wäre es schon hinreichend, statt der Reihe 
II. den einfachem Ausdruck x-hx.&x zu setzen wobei also 
^VrsssO, #'.r = 0 s u. s. w. ist. Nimmt mau aber dennoch die 
Reihe II., so bekommt man , \ . .i 

IF) { 6 } U= (x - 2y) . fy+[(x~2y) .jt + y + a- 2x] . ?x 
V) t 6f U=\x- 2y) . 6*y -H \(x - 2y) .£ + y -+- a - 2x\ . #*x 
• : -2.V + 2[(l-2.^).J J / + (^-2y).^l.^ 
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Setzt man ( 0*)tf=O, d. h. sowohl ^=0 all auch ^ = 0, so 
bekommt man zunächst die identische Gleichung 

VI) w — 2y = 0. 

Daraus ergibt sich 

' VII) y = \.a: 

Die gesuchte Kurve ist also diejenige Gerade, welche 
im Anfangspunkte der Coordinaten die Abscissenaxe 
unter einem ^Vinkel schneidet, dessen go niometrische 
Tangente —\ ist. Man bekommt aber auch noch die nichtideo- 
tische Gleichung 

- {x-%y).% + y + a-<l* = <i 



welche sich jedoch in Folge der Gleichung VI. zurückzieht auf 

VIII) y-H« — &r = 0 

Führt man für y den Ausdruck ein, so bekommt man a q-=0> 

2a 

woraus x = -j- folgt, und es ist s 

IX) u»=\. 

Unter diesen Umständen reducirt sich Gleichung V. auf 

X) ( oytf=-.2 . oV -1 . 

Dieser Ausdruck bleibt unter allen Umständen negativ und 
findet ein zusammengesetztes Grösstes statt 



' Aufgabe 17. 

(Zu Ohra's Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 177. §. 26.). 

Welche uuter allen auf dasselbe rechtwinklige Coordinatensy- 
stem bezogenen Flächen hat in sich einen bestimmten Punkt, der 
so gelegen ist, dass folgender von den Coordinaten dieses Punk- 
tes ubhängige Ausdruck 

1) 17= <ya& H- w 2 -+■ 6y* — M*y .(&-\-u>) 

grösser oder kleiner ist, als bei allen andern nächstgelegenen Nach- 
barpunkten, mögen sie nun sich in der gesuchten Fläche oder in 
den ihr überall nächstliegenden Nachbarflächen befinden, der Fall 
sein kann? 

Diese Aufgabe verlangt, wie man sieht, ein zusam- 
mengesetztes Grösstes oder Kleinstes. Zu den irgend 
einem beliebigen Punkte nächstgelegenen und sowohl in der ge- 
suchten als in allen näcbstanliegenden Nachbarflächen befindlichen 
Nachbarpunkten gehören die Abscissen (.r-r-Zte) und («> -fr- 
welche man auch darstellen kann durch 
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/ 



— ^2 _±_ -JL* 



1.4, 1.2.3- 



III) «t + ji.^ + JL-. 
und die Ordinate 

iv) y+x . (%+^ . dv+nk» • **r.+ 

wo bekanntlich 



»• 

• » 



T <£r ^ dx .dw' ' ^ dw % ' 

u. 8. w. ist. Da aber die Werth an derun gen des ac und des w hier 
gaoz unabhängig nnd willkürlich sind, so wäre es schon hinreichend 
statt der Reihen II: und III. nnr (jr + x &*) und (*>•+- x.&w) 
zu setzen, wobei also #\r = 0, = 0, #«^ = 0, &*«? = 0 
u. s. w. ist Durch Variircn bekommt man 

(d) U= 4(3y — hoc — 7iw) . 6y 
-t-li . (3y- h* - //*>) . 2* •+- 6» -f- 2* - Uy\ . 

* 

Aus ( J)£7=rO folgt zuerst die identische Gleichung 

VI) 3y-Ar-//«; = 0 
and die beiden nichtidentischen Gleichungen 

VII) 4 . (3y - hx — /iw) . ^ + C« + 2^-4%==0, 

VIH) 4(Sy^/^-//«;).^ + 2^-4//y = 0, 
welche sich aber wegen Gleichung VI. zurückziehen auf 
!- IX) 6«-f-2a? — 4//y=0, 

ood 

X)2^-4//y = Ö. 
Aus VI. folgt zunächst 

Die gesuchte Fläche ist also eine Ebene, welche durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten geht, und bei wei- 
cher die in den Coordin ate neben cn XY und H^V liegen- 

TbeUIII. 9 

/ 
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den Spuren mit der Coordi natenax e Y solche Winkel 

* h j ~ ' * 

bilden, deren goniometrische Tangente =y ist 

Fübrt man nun in IX. und X. für y den Ausdruck ein, so be- 

3 . (3 — 2A*) . 6A* „ ,. 

kommt man = — grj ^ — • « und e# = ^ 3 3 * ^ n ^ er « IC ~ 

sen Umständen bleibt nur 

XII) &*U= 12 . V 1(3 - 2//») . — 3^—5 . #«0\ 

Der Tbeilsatz mit dem Vatfationskocfficienten ist unter allen Um- 
ständen positiv; dagegen das Aggregat der mit DifTerenzkoefhcienten 
versehenen Theilsätze ist nur dann sicher positiv, wenn (3 — 
und (3 — \//-) gleichzeitig positiv sind; und dieses ist der Fall bei 

allen von ( — £ . v 3) bis zu (-+- \ . V 3) liegenden Werthen des 
//. Dabei findet aber ein zusammengesetztes Kleinstes 
statt. 

Bei allen zwischen (—00) und (— £ . V~3), so wie bei allen 

zwischen (-H^ . 1^3) und (-+-<*) liegenden Werthen des h kann 
von einem sichern Zeichenstande des mit Oifferenzkoeflicienten ver- 
sehenen Aggregates keine Rede sein, and in diesem Falle findet 
wohl ein primäres Kleinstes, aber in sekundärer Beziehung findet 
weder ein Grösstes noch ein Kleinstes statt. 



Aufgabe 31. 

I(Zu Ohm's Lehre des Grossten und Kleinsten. Seite 181. $. 27.). 

t ■ * * * • 

Man sucht y und x als solche Funktionen von x und für x 
selbst einen solchen Werth, dass der Ausdruck 

tf=ar*H-y»H-*»— xy -r- xx — yx + fix — g* . log nat ~- 



ein zusammengesetztes Grösstes oder Kleinstes wird. \ 
Man bekommt hier 

{ S ) ü=z(2y — x^-x) . dy+{2z — y—x) . dx 

+ [(2y-a r ar).^^(2*^y^ar) f ~^5^^-y-* 

1 fix g* 

-t- ■ — ~ — J . &x 

Daraus folgen, zunächst die beiden identischen Gleichungen 

I) 2y — 2-^ = 0, 

und 

II) 2a — y — ^r = 0 : 

und die nichtidentisebe Gleichung 

iiiXV- o...- 




I 
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• i 

Ans I. nnd II. ergibt sieb y = a? and x — x;} und aas III. ergibt 

sich ar = ^. Es ist also jetzt . . : 

» • •»••>».-..•>, 

£7» = g-. (1- log ÄT^)- •.^t.T.f-.j . 
ünter diesen Ümständcn bleibt nur 

Das Aggregat der Varioticmskoefficienten zeigt an, dass ein primä- 
res Kleinstes, und der Tbeilsatz mit dem Difterenzkoefficientea zeigt 
an, dass auch ein sekundäres Kleinstes statt findet; es findet also 
ein zusammengesetztes Kleinstes statt. 
(Man vergleiche die folgende Aufgabe). 



» r 



* • • 



• ■ ■ * . ». 

(Zu Ohm's Lebre des Grossten und Kleinsten. Seite 177. §. 2ft.> V 



Aufgabe 32. .. , 



.Man sucht * als solche Funktion von a- und y und zugleich 
für a: und y solche Werthe, dass der Ausdruck 



U=z&* -f-y 3 "4* * * * &y ' ■ y*> ~T~ #* 3 . log nat — 
ein zusammengesetztes Grösstes oder Kleinstes wird. 



Man bekommt hier 

' i • • I . 4 | ' ■ ■ 



+ [(2*-*-y)^+2*-y-«+* £ ^].**. 



Daraus folgt zunächst die identische Gleichung 

1)2* — jc — y=0 
und die beiden nichtidentischen Gleichungen 

U) 2y — x — *=<r • » 

and < • ■ " 

•» » t '••«.». ~ «• „ 

III) 2ar — y — * — — 0. 

Aus I. ergibt sich *= ^'j" y . Führt man diesen Ausdruck in f. 

und II. ein, so bekommt man y=^~ und ^P=:^r. Es ist also 
jetzt wieder i • ( : 

^ = ^.(l-lognat^). 
Unter diesen Umständen bleibt nnr 

rt» ü = 2J* ■ -f- 6 . ( d-ät - #y) » 4- £ . ^ V 

9 # 
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Der Theilsatz mit dem .Variationskoefficieoten zeigt an, dass ein 

primäres Kleinstes, und das Aggregat mit den DiiTcrerizkocfficien- 
ten zeigt an, dass auch ein sekundäres Kleinstes statt findet; es 
findet also ein zusammengesetztes Kleinstes statt. 
(Man vergleiche die vorhergehende Aufgabe). 

Aufgabe 51. 

(Zu Ohm's Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 197. §. 35.; und zu 

Seite 202. Anmerkung.). 

Welcher abgekürzte senkrechte Kegel hat bei jedem beliebigen 
zwischen dem Halbmesser der oberen und unteren Grundfläche statt- 
findenden Verhältnisse die Eigenschaft, dass er unter allen denen, 
die denselben (gegebenen oder nicbtgegebenen) Körnerinhalt ein« 
schliessen, von der kleinsten Oberfläche begränzt wird \ 

Es sei y der Halbmesser der untern, % der Halbmesser der 
ohern Grundfläche und v sei die senkrechte Entfernung dieser bei- 
den Grundflächen; so ist bekanntlich des abgekürzten Kegelmantels 

Flächeninhalt = n . (y-f-*) • V^v 2 — *)*, das % mag grösser 
oder kleiner als y sein, d. h. des abgekürzten Kegels Spitze mag 
abwärts oder aufwärts liegen. Hier hat man, eben weil kein Gruna 
vorhanden ist, warum des Kegelmantels Flächeninhalt negativ sein 
sollte, das RadikaT nur nach seiner positiven Bedeutung zu neh- 
men; und diese Bedeutung muss ihm durch die ^anze Autgabe blei- 
ben. Der Flächeninhalt der untern Grundfläche ist n . y\ und der 
Flächeninhalt der obern Grundfläche ist n . **. Addirt man diese 
drei Ausdrücke, so ergibt sich für die ganze Oberfläche des abge- 
kürzten senkrechten Kegels "folgender Ausdruck: 

1) Ü—tc . [tf -Ha* (jM- *) . Vv 2 -r- (y — *)*]. 
Der Körperinhalt desselben ist < i : 

II) y . v . (y s +y»-^*') v . 

Weil ferner der Halbmesser der obern Grundfläche irgend ein be- 
liebiges Vielfaches oder irgend ein beliebiger Theil des Halbmes- 
sers der unteren Grundfläche ist, so hat man noch die Gleichung 

III) y = . Mi c 

Man erkennt sogleich, dass die Auflösung am leichtesten durchgeführt 
wird, wenn man y eliininirt; man hat dann » und v als solche 
Funktionen von a: zu bestimmen, dass 

IV) l =n. [s* . (1 +.**)-+-* , (l-+-.r) . l/V (.r — 1)'J 

ein primäres Kleinstes wird, während noch der Ausdruck 

V) Y.v.*'.(l-f-a?-h^r') 

beständig denselben (gegebeneu oder nicht-gegebenen) Werth be- 
halt. Aus IV. folgt nun 
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VI) 6Ü= ~-%«-r--»f.*_. ^ 

v^v -f. . — \y 



.■ ' * r 



Abs V aber folirt 1 '"V : ' • f 

;> «w VII) s . dV 2«; . 6» = 0. , „ ; , 

EHminirt man nun dv, so geht Gleichung VI; tfber in 

™) V ^.^Ö T — i •* 

Setzt man «^7=0, so folgt aus Gleichung I UI. • 'j 
IX) (^ + l)..ps«.(»-l)»-r»] . 4 

■ "+ & 1 1 ) . V +"* » . — 1) » == 0. 

Daraus folgt . " ' !,|, ° : '*?• : s * v;) : 

' » *3#.(ar — 1)' * • * ' , Iß.« (ll „ r, , , . 

Das Radikal kann aber hier nur seine positive Bedeutung haben, 
weil widrigenfalls s* negativ, also * selbst imaginär wäre. Hier- 
durch Ist das Verhältnis* der Hohe, zum Halbmesser der 
oberen Grundfläche gegeben. Würde man dem nichtvaria- 
beln Elemente ao den Werth 1 beilegen, so würde aus Gleichung 
III. folgen y = *, d. h. der Halbmesser der obern Grundfläche 
wäre dem der untern Grundfläche gleich, und der abgekürzte 
Kegel ginge in den Cylinder über, und Gleichung X. ginge 
über in 

xi) *»=»».$. . v 

Wenn man aber Gleichung X. genauer betrachtet, so erkennt man, 
dass man den wahren W^crth der unbestimmten Form g jetzt am 
leichtesten dadurch ermittelt, dass man das Radikal nach dem bi- 
nomischen Lehrsätze in eine Reihe verwandelt. Nun darf das Ra- 
dikal, wie bereits aus ein andergesetzt ist, nur seine positive Be- 
deutung haben; und dabei geht Gleichung X. iiber in* . , „, \ %my 

* — *r».(ar-l)« ^\ + l 2.4' 

1 .1.3 • a? 6 . (w* -> !)• s. . • '. e „ i • • , 

+ 2.4.6' (*«-t-l)' j ' , 

Dividirt man in Zähler und Nenner, das gemeinschaftliche Produkt 
. (or — l) 3 weg; so gebt letztere Gleichung über in 

V*J ix + ty 1,1 x*.Qr-l)'. (*-+-!)* , 
* — 4 l **;r*-f-l 2.4* (# 4 -r-l)' 

i g 4 .(ar — l) 4 .Qr-f-I)« / 
u + 2.47b" + 

Diese Gleichung ist mit Gleichung X. ganz gleichbedeutend bei je- 



v « 
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«lern Werthe des 4?, also auch bei a: =r 1 ; und setzt man wirklich 
a: = 1, so bekommt man 

XII) = 

so dass die bier in Frage stehende unbestimmte Form % den Werth 
\ hat. Aus XII. folgt t> = 2x, d. h. % die Höhe dieses Cylinders ist 
dem Durchmesser der beiden Grundflächen gleich, und man hat den 
bekannten Satz: „unter allen Cyliudern von einerlei Kör- 
perinhalt wird derjenige von der kleinsten Oberfläche 
eingeschlossen, dessen Höhe dem Durchmesser der 
Grundflächen gleich ist. 

Erstens. Ist der Körperinhalt des gesuchten Kegels ein ge- 
gebener, dargestellt durch m z 5 so geht der Ausdruck V. über in 
die Gleichung 



XIII) y .r.Ä».(H-Ä--4-ar 2 ) = »j' 



und die Gleichungen X. und XIII. reichen hin, zu bestimmen, was 
v und % für Funktionen von a: sind. 

Zweitens. Ist der Körperinhalt des gesuchten Kegels nicht 
gegeben, so hat man nur die einzige Gleichung X., und jetzt kann 
man für das mittelbarvariabte Element v jede beliebige Funktion 
von a: wählen; die zugehörige Funktion % ergiebt sich dann jedes- 
mal aus Gleichung IX. oder X. 

Das Prüfungsmittel, ob ein Grösstes oder Kleinstes 
stattfinde, ist noch herzustellen. 



Zweite Abtheilung. 

Aufgaben, welche auf Ausdrücke führen, wo Differen 

tiale vorkommen. 

Aufgabe 56. 

(Zu Ohm's Lehre des Grösstcn und Kleinsten Seite 208. §. 44 — 46.) 

Welche unter allen auf dasselbe rechtwinkelige Coordinaten- 
systcm bezogenen ebenen Kurven hat in jedem ihrer Punkte die 
Eigenschaft, dass sie folgenden von den Coordinaten abhängigen 
Ausdruck 

■ 

bei irgend einer nach Belieben gewählten Abscisse grösser oder 
kleiner macht, als ihn bei der ncrulichen Abscisse alle andern der 
gesuchten Kurve in jedem Punkte nächst anliegenden Nnchbarkur- 
veu machen können? 
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Hier ist .r jede beliebige Abscisse und ^ die jedesmalige Or- 
dinate der gesuchten Kurve. Die Ordinaten aller Kurven, welche 
der gesuchten Kurve in jedem Punkte näcbstanUegeo» werden dar- 
gestellt durch 



wo x der Null nächstänliegend, y die gesuchte Punktion von x % 
und dy, d % y, 6*y, u.s.w. ganz willkürliche reelle Funktionen von ac 
sind. Der erste Differentialqnotient der der gesuchten Funktion y 
bei jedem Werthe des a: nächstanliegenden Nacnbarrünktionen wird 
also dargestellt durch 

m > «k;"*"*-^" 1 " 1.2' dx 17273 * 
Durch Variiren bekommt man 

IV) .y-A>. x f %) . dy+ (2/,' . *> ', V . *» 



* - » 



-h A* . V - 2/,» . * . ä> . ^ + 2 . /,* . . lg)-. . \ 

, Erster' Fall. Soll die gesuchte Kurve aus allen möglichen 
einander in jedem Punkte uächstanliegenden herausgewählt wer- 
den; so sind 6y und dem Werthe nach ganz unabhängig von 

diy 

einander, wenn gleich mit der Form des 6y auch die des - f v mit- 
gegeben ist. Es müssen also jetzt die zwei identischen Glei- 
chungen 



und 



***** • . 



r 



= 0. Daraus folgt durch Integriren 



statt finden. Man hat nun zwei Wege, die gesuchte Funktion y 
von a: aufzufinden. 

Erstens. Gleichung 1) geht geradezu über in y.da: — &.dy=0 

• • I « * 

Durch diese Funktion muss aber aueb Gleichung 2) identisch wer- 
den. Zu diesem Ende führe mau Bx statt y und B statt 35 in 



• 1 
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Gleichung 2) überall ein, reducire so viel als möglich, nnd man 
bekommt 

%B . //» . ar» — h* . x* — B . //> . a:" 1 = 0. 
Daraus folgt Z/=l, und Gleichung 3) geht über in 

4) y = &, 

welches die gesuchte Funktion y von jc ist. Dabei reducirt sich 
Gleichung V) auf 

woran man erkennt, dass U'z=% . ft* . X ein . primäres 

Kleinstes ist. 

Zweitens. Man kann aber auch aus 1) und 2) den Ausdruck 
eliminiren, und so ohne Integration zu der gesuchten Funktion 

y von ac . gelangen. Zu diesem Ende wird man aus Gleichung* 1) 
be 



»ekommeu 



5)£ = K 

1 dx X 



Diesen Ausdruck führe man in 2 ) ein , und es ergibt sich 
Jk % . x{y — x) = 0, so dass man 

6) y = & 

hat. Diese Funktion soll nun die Gleichungen l) und 2) zugleich 
identisch machen, was noch besonders untersucht werden mtiss. 
Man hat also jetzt genau dasselbe Resultat, wie vorher. 

Zweiter Fall. Soll man aber nur unter denen in jedem 
Punkte einander nächstanliegenden Kurven, welche alle den' zu 
der gerade gewählten Abscisse oc gehörigen Punkt mit einander 
gemeinschaftlich haben, diejenige heraussuchen, wobei das U grös- 
ser oder kleiner wird, als bei allen andern so geeigen schatteten 
Kurven; so haben alle hier in Betracht zu ziehenden Kurven bei 
der gerade gewählten Abscisse x auch eiuerlei Ordinate. Deshalb 
besteht bei der gerade gewählten Abscisse as zwischen der Ordi- 
nate der gesuchten und den Ordinaten aller in Betracht zu ziehen* 
den Kurven folgende Gleichung: 



VI) y = y+x .cty + — .^y+— — . J'y-t- 

Es tnuss also bei dem gerade gewählten Werths des a? einzeln 
sein 

öy=0, <r'y=<0, <7'y = 0 9 u. s. w. ' ' 

-i .. *'**•* 1 

v # - • - • » 

Hier reducirt sich also Gleichung IV. auf 

ÖU={i . h* . . %-h* .^-h-.x.y) g. 
Mau hat daher jetzt nur die einzige Gleichung 

7) Vi* . • * % — /i*.xy=zO. 



Digitized by Google 



137 

Diese Gleichung reducirt sich geradezu auf 

8) 2x . dy — x ,dx — y . dx = 0. 
Die Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit dem Faktor 



multiplicirt Dadurch bekommt 



f. i 



qv Üv-dy — y. dx dx n 



a * 



Daraus folgt durch Integration • 

• W)f7=-V/£=C 
oder mit Aenderung der Konstanten 

11) y — x = VE.x 

oder 

12) (y-xY^E.x. 

Die willkührliche Konstante E macht, dass man die Aufgabe noch 
einer Nebenbedingung unterwerfen kann« Da sich jetzt Gleichung 

• <r»^==2.^.^.x^)« : . V! [; ;: ' 

zurückziehet* so erkennt man, dass ein primäres Kleinstes statt« 
findet. * ; ' 

Dritter Fall. Soll man nur unter denen in jedem Punkte 
einander nächstanliegenden Kurven, welche bei der gerade genom- 
menen Abscisse x lauter parallele Berührende haben, während die 
zu dieser Abscisse x gehörigen Berührungspunkte der hier in Be- 
tracht zu ziehenden Kurven in verschiedenen (jedoch einander 
Dächstanliegenden) Entfernungen von der. Abscissenaxe sich befin- 
den können, diejenigen heraussuchen, wobei das U grösser oder 
kleiner wird, als bei allen andern so geeigenschafteten Kurven; 
so scbliesst die Abscissenaxe mit den zu der gerade gewählten 
Abscisse x gehörigen Berührenden aller in Betracht zu ziehenden 

du 

Kurven jedesmal einen gleicbgrossen Winkel ein. Nun ist «£ die 

goniometrische Tangente des von der Abscissenaxe und von der 
(an den zu der gerade gewählten Abscisse x gehörigen Punkt der 
gesuchten Kurve gezogenen) Berührenden eingeschlossenen Win- 
kels; und deshalb besteht bei der gerade gewählten Abscisse x 
zwischen der goniometrischen Tangente der gesuchten Kurve und 
zwischen den goniometrischen Tangenten aller in Betracht zu sie- 
Lenden Kurven folgende Gleichung; 

vm dy_ dy dSy x 2 dd*y , x» <ftfty 

?Uj dx~ dx^ x ' dx 172 ' ~dx~ 1 . <3~l ' dx *** 

Es muss also bei dem gerade gewählten Werthe des x einzeln «eis 
ii reducirt sich Gleichung 4) auf 



• 
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8ü= {&* . y- //' . x . %) . Sy. 

Daraug folgt die identische Gleichung 

13) — .^p.^ = 0. .i 

Diese Gleichung formt sich zunächst - um in jo . dy — y . <Lr = 0. 
oder — 1 —5 — '■ — =0; und daraus folgt durch Integration 



• t« 



14) y= Gx. 

Die willkürliche Konstaute G macht, dass man die Aufgahe noch 
einer weitern Bedingung unterwerfen kann. Da sich hierbei Glei- 
chung V. auf 

reducirt, so erkennt man, dass ein primäres Kleinstes statt (ludet. 

1 .. " . :! 'j'b : . ' \y. I , » .: 

• J i. ' ' • Aufgabe 67. 

(Zu OhuTs Lehre des Grossten und Kleinsten. Seite 208. §. 44—46.). 

Man soll unter allen auf dasselbe rechtwinkelige Coordioaten- 
system bezogenen ebenen Kurven diejenige heraussuchen , welche 
in jedem ihrer Punkte die Eigenschaft hat, dass, wenn man an den 
zu irgend einer nach Belieben gewählten Abscisse ac gehörigen 
Punkt die Berührende zieht, und dann von zwei andern in der 
Kbene irgendwo festliegenden Punkten Perpendikel auf diese Be- 
rührende fällt, das Produkt dieser Perpendikel grösser oder kleiner 
wird, als bei deu zu der nemlichen Abscisse .r gehörigen Punkten 
aller andern der gesuchten Kurve in jedem Punkte nächstanliegen- 
den Nachbarkurven der Kall sein kann. 

Die Auflösung wird (Taf. III. Fig. 2.) vereinfacht, wenn man die 
Ahscissenaxe durch die beiden bestimmten Punkte // und AT legt; 
und wenn man zugleich HR und KT senkrecht auf OX errichtet, 
so bekommt man HM= HR. *in HRM, und KA=KT.*\* KTiX. 

Nun ist tg SFGz=~=zp, also cos SFG = r7 ^= y uud 
man hat somit ... 

I) sin HRM= sin KTA = cos SFG = 



Ferner ist schon in der Güsten Aufgabe dargethan, dass, wenn man 
die festen Abscissen OH und OK bezüglich mit <* und a be- 
zeichnet, 

• • HR=zp^ r (u r ^afJ ./;, und jKT=y + {<* — ar) . p\ 
also ist . . ...» . 



II) HM== y -±¥=^r'A 



und 



f...., • . »• (1 



HD Mur— Z±!^£* J- *» 



Für das gesuchte Produkt UM . KS hat man also, da die beiden 
Radikale entweder durchweg ihre positive oder- durchweg ihre ne- 
gative Bedeutung repräsentieren, •''•'•* ' ; 



\\ -< ' * - ) 



Durch Variiren bekommt man 
IV) W=j£p . Vy+{a + a~%v)p\.Sy 

+ (i^W* • i [(•+«- 2 *> • y jHfcrr *) *■ - *W j C! * A) 

- 2/,.[y-H(a-- a:)p\. [y-r-(a — *W • 55- 

Erster Fall. Soll die gesuchte Kurve ans allen möglichen 
einander in jedem Punkte näcbstanliegenden heraus gewählt 



den, so sind dy und ^ dem Werthe nach ganz unabhängig von 

einander, wenn gleich mit der Form des oty auch die des mit- 
gegeben ist Es müssen jetzt die zwei identischen Gleichungen 
stattfinden 

1) 2y-f-(«-f-a — %a:)p = 0 

2) [(«-*-« — &r).y-r-2(« — &) (« — ar) . p\ . (1+ />*) 

— 2/i . + • [y+(a — ^]=0 

Eliminirt man p aus den beiden Gleichungen, so bekommt man 

3) (a — «)» .y = 0 

d. h. y wäre eine identische Funktion von ar, und die gefundene 
Kurve wäre die in die Abscissenaxe fallende Grade. Dabei ist 
aber nur 

x ; v +2. («-*)(«-*). (^f)». 

Da aber v 

beständig negativ bleibt, so kann von keinem Grössten oder Klein- 
sten die Rede sein. 

Zweiter Fall. Macht man dieselbe Einschränkung wie beim 
zweiten Falle der vorigen Aufgabe, so reducirt sich Gleichung 
IV. auf 
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Damit 6U=zQ werde, muss sein ^ % 
4) [(ö + a- 2*).y + 2(a — x ) (a — x) . p] . (1 + 

— 2p . [y-f-(* — .rf • [y-r-(a — ^) .rf=°- 
Um diese Gleichung zu iutegriren, multiplicire man sie vorerst mit 

j[(a-f-tt — 2^).y-4-2(a — (a — a:)p\ . (1 -f-p») * dp ) 

* — %±jfZ! Sl lg] : [y+(tt — .p .dp ( _ ft 

Da dy = p . <fcr, so ist der Ausdruck 

— [2y + + « — . /»] .(1 + • ? • 

Jedenfalls eine identische Gleichung. Man kann ihn also zu dem 
Wähler des letzten Bruches addiren, ohne dass derselbe dadurch 
geändert wird; und somit bekommt mau - 

• . t J i 

»•if« , i' I * 



— . * • , ■• j . • - * 



v 

v. - — . •. « .• > \ 



■ — • * 



J. ai 

< »vi -.\ 



I — 



• # 



f 
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+ 5 

+ +T 
7 f + 

| I 8. 



- + 
+ t 

s + 



+ 



fr 



II 



/ ( I 



Diese Gleichung kann man geradezu iutegriren, und es wird 
\y -\- {a — x) . p\ . \ij (a — x) . p] 

Daraus folgt \y -f- (/* — .r)/>] . [y-f- (a — .2:) . p\ = A . (1 -h p 2 ); 
und führt man diesen Ausdruck in Gleichung- 4. ein, so ockommt 
man 

+ fUr) .y-4-2(«~ (« — ;r).j>] . (I + ;^ s ) 

^.(1+^)2:0 
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Daraus folet 

2 . dy (dt -i- a — 2x) . dx 

y A — aa-+-ax-i-ax — x 2 ' 

Also ist 

21og nat y=C-\-\og nat {A — aa -\- an -\- ax — x % ) 

oder mit Veränderung der Konstanten 

5) y* = B . {A — aa-\- aa: -\- aa: — 

Diese Gleichung enthält aber zwei willkührliche Konstanten, wäh- 
rend doch die hier vorgegebene Differentialgleichung 4. nur von 
der ersten Ordnung ist. Aber der Umstand, dass Gleichung 4. 
durch 5. identisch werden muss, dient dazu, die eine der Kon- 
stanten durch die andere zu bestimmen. 

Aus 5. folgt nun y=iV B . (A — au -\- aac -\- ouc — x % ) und 

ff = 0 a ~~ax' ^ üx Vcrc * n ^ acnt maI1 nocn Gleichung 

4), so bleibt nur 

6) ( a -r-a-2^).y-f-2.(a-ar).(a — a^.p-ly* .p 

— (a-r-a — 2jc) . y = 0. 

Und führt man hierin die so eben für y und p gefundenen Aus- 
drücke ein, so bleibt nach ausgeführten Reduktionen nur nach 
übrig 

4^.(1 — #)—B.(a — ay=0. 

Daraus folgt 

Gleichung 5. geht also über in 

7) y^B.i^ (^)«-«s + «* + «r-*«l 
welche sich aber auf folgende Weise darstellen lässt 

8) y» = Blj^ -(*- 



oder 



2 y* 



Die gesuchte Kurve ist also entweder eine Ellipse oder Hyper- 
bel. Sie ist eine Ellipse, wenn j und 1 gleichzeitig po- 
sitiv sinaVund dazu ist nötbig, dass B <1 und positiv ist. Die 

1 ^? 

gesuchte Kurve aber ist eine Hyperbel, wenn yZTß un( * \ ß 

entgegengesetzte Vorzeichen haben; und dieses ist der Fall,' wenn 
B negativ, ist. B kann niemals grösser als -fr- 1 sein; denn dabei 
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käme man (Gleichung 8) auf den- Widersprach , dass y» negativ, 

also y selbst imaginär wäre. ( Ju'tnW 
Da J// = 0, 0*^ = 0, n. s. w.; so bekömmt man für. den Va- 
riationskoefficienten der zweiten Ordnung nach und nach 

SW= jJZj-j£y • (2 . (« - -r) (o -* . (1 
oder , ! w v 

« * 

oder ' > ' . . ;| 

d*U=— j— ^ . M — aar — . (^g)» 

. .. : .j j : 

oder 

Die Ellipse, bei welcher B positiv ist, liefert also ein primäres 
Grösstes; und die Hyperbel, bei welcher B negativ ist , liefert ein 
primäres Kleinstes.. 

Wie die Ronstunte B bestimmt wird, ist ous frühe- 
ren Aufgaben zur Genüge bekannt. 

Dritter Fall. Macht man dieselbe Einschränkung wie beim 

dritten Falle der vorigen Aufgabe, so ist ^ = 0, ^X=ö, u.s.w.| 
und Gleichung IV. reducirt sich auf 

SU= [2y + fcp) . p] . dy. 

* • * • • • 

Man bat also die identische Gleichung . i 

< . ' .. . ' 

10) 2y -*-(«-*-<* -2.*). p==0 , 
Daraus ergibt sich 



i ■ i ... '." 

I 



. .i.i 
• • •. . . i 



Die gesuchte Kurve ist also (Taf. III. Fig. 3. und Fig. 4.) die 
Grade BT, welche genau mitten zwischen H und K die Abscis- 
senaxe durchschneidet, und insofern die Aufgabe löst, als jede 
Grade auch ihre eigne Berührende ist. 

Wie man die Konstante E bestimmt, ist aus frühe- 
ren Aufgaben zur Genüge bekannt. 

^ ei * e!x := ® i ^dx = ^* u.s.w. ist; so bekommt man für den 
VariationskoefficientoB der zweiten Ordnung 

" , ' A% #7 Z A u t 
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woran man erkennt, dass jedenfalls ein primäres Kleii 
findet. 

t Senaftt mm» auf Taf. III. Fig. 3. und Taf. III. Fi* 4., so sieht 
man, dass das hier gefundene Produkt ('= f/Jf . ÄX eigentlich 
negativ ist, weil die Faktoren MIM und A '.A entgegengesetzt sind. 
Ein negativer Ausdruck gilt aber in der Analysis für desto kleiner, 
je weiter sein Werth von Null absteht. Jede mit MIT parallele 
Berührende, z.B. f ff , aller andern nächstanliegenden Nachbarkur- 
ven erzeugt ein Produkt U -\- &U= MIV . A fV t welches natür- 
lich auch jedesmal negativ ist, aber doch näher bei Null liegt, als 
das Produkt U=MMM.KA. 

Beweis. Weil ///—/A\ so sind die beiden rechtwinkeli- 
gen Dreiecke IIMM und h/Y kongruent, also sind die Lothe UM 
und KA einander gleich, aber entge geng esetzt. Desshalb ist 
ü= UM . KA— MIM . (— MIM) = — IIM\ Weil nun V W pa- 
rallel ist mit MS, so ist VM=\VA. Man setze VM==. WA 7 = M), 
so ist J7-f- A# = HV . KW={HM— VM) . (KX-j-AfV) 
= {IIM-D)i\r-(HM+D)]v=z—HM* + D\ wie zu bewei- 
sen war. 



Aufgabe 68. 

(Zu ölun's Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 208. §. 44 — 40.) 

» » • 

Man zieht in einem beliebigen Punkte einer ebenen Kurve die 

Berührende. Aus zwei testen Punkten einer gegebenen Graden er- 
richtet, man Perpendikel, welche bis zur Berührenden verlängert 
werden; dadurch entsteht ein Trapez. Hierauf fällt man von den* 
selben zwei festen Punkten Perpendikel auf die Berührende^ da- 
durch entsteht wieder ein Trapez. Welche Kurve ist es nun, wenn 
der Unterschied dieser beiden Trapeze ein primäres Gröbstes oder 
kleinstes ist, und, alle in Betracht zu ziehenden Kurven das nein- 
liche rechtwinkelige Coordinatensystem haben ? 

Die gegebene gerade Linie (Taf. III. Fig. 2.) sei OX; MM und 
K seien die in dieser Graden gelegenen bestimmten Punkte. Die 
beiden in Rede stehenden 'Trapeze sind also MIMiTMv und HM AK. 
Es schadet der Allgemeinheit der Aufgabe nicht, wenn man die ge- 
gebene Grade OX als Abscissenaxe nimmt; in ihr nehme man dann 
nach Belieben einen Punkt 0 als Anfang der Coordiuaten. Es ist 
des Trapezes HRTMC Inhalt = { . MlK . {II Ml -f- A'T) ; und ebenso 
ist des Trapezes MIM AK Inhalt .= f. MA.(IIM+KA). Ist nun 
(H/=a und 0Ä=a, so ist uach Kinleitung der vorigen Auf» 
gäbe •> ,i .•• 

IIK=a-a ) MIR = y+(a — x).p, KT=y+{a — a:). P 
MX= ME. cos AME=MMK. cob SFQ = 



HM= y ^ a ^\ und KA= *y^ 'A Es ist also Tra- 
pez MMRTK = . [2y 4- (<* « - . p] \ und weil die Ra- 



Digitized by'Google 



145 

dikale entweder durchweg ihre positive oder durchweg* ihre nega- 
tive Bedeutung repräsenfiren, so ist Trapez 

HMNK=^ X n -y + (° + «-**yP . 
2 

Der Unterschied dieser beiden Trapeze ist also 

r7L«-«y 2».p»-♦-(«•■H«--gg). ;> , 



! 



Durch Variiren bekommt man 

. ■ • 

Et st er Fall. Soll die gesuchte Kurve aus allen möglichen 
einander in jedem Punkte nächstanliegenden herausgewählt wer- 
den; so sind bekanntlich dy und ^ dem Werthe nach ganz unab- 

bäogig von einander, und es müssen folgende zwei identische 
Gleichungen stattfinden: 

1) p* TT 0 

Erstens. Diesen beiden Gleichungen wird zugleich genügt, 
wenn p = Q\ und daraus folgt , . « " 

3) y = Jf. 

Man bat also die mit der Abscissenaxe parallele Gerade, und die 
beiden Trapeze HRTK und HMNK fallen in ein einziges zu- 
sammen. Dabei tat £/' = 0 ganz unabhängig vom Werthe des 
so dass von einer secundären Beziehung keine Rede sein kann. 
Da nun besagte Gerade mit der Abscissenaxe paratlel ist, so liegen 
alle ihre Ordinalen auf einer und derselben Seite der Abscissenaxe. 
Man setze also fest, dass die Ordinalen, welche zu be- 
sagter Graden gehören, die positiven seien; dabei ist 

auch J positiv. Ferner ist jetzt nur d* fe£ .(«-«). A . (^) Ä , 

und es findet, eben weil 4 als positiv gilt, ein primäres Klein- 
stes statt. \ 

Zweitens. Den Gleichungen 1 und 2 wird auch genügt, 
wenn 

4) y = 0, 

d. b. eine identische Funktion von oc ist. Dadurch ist die in die 
Abscissenaxe hineinfallende Gerade gegeben und es ist wieder 
V = 0. Es ist aber auch 0, und 

*.*=(.-.) (4oV-3*f ) <g)% 

woran man erkennt, dass jetzt von keinem Grössten oder Klein« 
sten' die Rede sein kann. 

Zweiter Fall. Soll die gesuchte Knrvc nur unter allen de- 
nen in jedem Punkte einander nächstanliegenden herausgesucht 
werden, welche den zu der gerade gewählten Abscissc Vgehöri- 

lll. 10 
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<*en Berührungspunkt mit einander gemein haben; so reducirt siel» 
die Gleichung I. auf 

Es muss also jetzt die identische Gleichung i >. ■ •,.!• >i ' j •» 
5) #{ilf/-H (« ^ « %x) . (3 -f./??). .£} ^ 0 

stattfinden. 

Erstens. Dieser Gleichung wird genügt, wenn p zzzO: somit 
ist wieder 

d. Ii. man. hat wieder die mit der Abseissenaxe parallele Grade, so 
dass wieder U'=z 0, und d*U=2(a — a) . A . (^)* ist, also ein 

primäres Kleinstes stattfindet, und von einer sekundären Beziehung 
keine Rede sein kann. Also ganz wie im ersten FaUe. 

Zweitens. Der Gleichung 5) wird aber auch genügt, wenn 

. ist. Bringt man die Klammern weg, so bekommt man 

Piffe*ent'^ map diese Gleichung« so ergibt Bich ikI 

4 . dy+ 3 1 (« -H a — 2.r) . figp — .7/* V V = ^ : ' " 

^L3(« + a- 2a:) ./» a . dp = 0. 
Da aber . dx, s6 reducirt sicV diese Gleicbünfc auf 

dataris <folgt 911 : n\ » ■• :■■>'..- '! tr .. .n »10/ • 

f. \. Ml ttn .» •• ( 'i ; : v'< / . |- . . '.. i • j l t,; • . •« i ', <>u> ««!/■. • '* 
•l-IVli;» i\i Vh ly ,1, f ♦■Wif.-^t ):«'.• 

d ■ . ■ . :J 11 3 1 .) «Tb«rr jr y ' j. '».vi»»* m; 1 ' 



- -> t. n 



Also Ist ! II « 'Uli r l! $•». •) n •l'B »l'j !»•:*! «I T» ' " 

, ( ' *\. . logii!at;/H-|.lognat(« + aT^.2^)=ciC, 

* <- 

3 

log not p -f- log nat \/ a -f- « — 2ar =C '" ' 

oder 



! 'I S 

i i- I / r 1 



log nat frl/J -+- a — 2a:) =C. 
Mit Veränderung der Koostanten kann man auch setzen 

log pat (pVa u £ =log nat 

woraus *u * \, ; - 1 • 

3 * •» 

/»V^« -f- « — 2ir =: /I 

folgt. Also ist 
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B 

' — 1 > ./ 



• i » 



und man bekommt durch abermaliges Integrircn 



9 ff * 

* 

Dieses Integral hat aber zwei willkührliche Konstanten, während 
doch die vorgelegte Differentialgleichung 7) oder 8) nur eine der 
ersten Ordnung ist. Allein gerade der Umstand, dass durch Glei- 
cfanng 9) die Gleichung 7) oder 8) identisch werden muss, dient 
dazu, die eine der Konstanten durch die andere zu bestimmen. 
Fährt man nun die aus 9) für y und p sich ergehenden Ausdrücke 
in 8) ein, so bleibt (nach ausgeführten Reduktionen) nur \E-\-ß % =(X; 

daraus folgt B = — VW, und Gleichung 9) geht Über in 

. . ? . . . i •■•r/r , 

10) V =E+\. VU^a + *-%a:Y 

« 07 ' "»'■ ■ ■ 

^ 

Die dadurch dargestellte Kurve ist die Neil'sche Para- 
bel. Hierbei ist ferner 

: ; . • 1 s W , t i 1 . . ' 1 • » • 

• J 

und t- . '.'« . / 

• « I ; ■ . 1 • ; 'it » • i ' ,• ■ 



und somit hängt es von ab, ob ein primäres Grösstes oder Klein- 
stes stattfindet. 

Dri tter Fall. Soll man nur unter denen, einander in jedem 
Punkte irächstaulie^enden Kurven, welche bei der gerade genom- 
menen Abscisse as lauter parallele Berührende haben, während die 
zu dieser Abscisse x gehörigen Berührungspunkte der hier in Be- 
tracht zu ziehenden Kurven in verschiedenen (jedoch einander 
nächstanliegeuden) Entfernungen von der Abscissenaxe sich hefin- 
den können, diejenige heraussuchen, wobei das L grösser oder 
kleiner wird als bei allen andern so geeigenschafteten Kurven, so 

ist jetzt ^==0, ^£ = 0, u. s. w.; und Gleichung I. reducirt 
sich auf 



Daraus folgt /> = Ö, und somit ist y = j4 ) d. h. man hat die mit 
der Abscissenaxe parallele Grade. Aber eben weil^ = 0, 

10« 
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- • 

^7 = 0 u. ». w. ist, so ist auch <J* U= 0, 3*U= 0, u. i. w. ood 

man erkennt, dass von einem primären Grössten oder Kleinsten 
keine Rede sein kann. 



Aufgabe 70. 

(Zu Ohms Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 216. §. 48.). 

Man soll unter allen auf dasselbe rechtwinkelige Coordinateo- 
System bezogenen ebenen Kurven diejenige heraussuchen, wel- 
che in jedem ihrer Punkte die Eigenschaft hat, dass für den 
zu irgend einer nach Belieben gewählten Abscisse ac gehörigen 
Punkt das von der Normale und den beiden Coordinatenaxen ein« 

Seschlossene Dreieck grösser oder kleiner wird, als bei allen an- 
ern der gesuchten Kurve in jedem Punkte nächstanliegenden Nach- 
barkurven der Fall sein kann, während die gesuchte Kurve nur 
aus der Zahl derjenigen herausgewählt werden darf, bei denen das 
um das Quadrat dieser Abscisse verminderte Produkt der Abscisse 
und Subtangente den bestimmt gegebenen (positiven oder nega- 
tiven) Werth A hat. 

Ks sei (Taf. III. Fig. 5.) S ein beliebig gewählter Punkt, durch 
welchen die Normale gelegt ist; dann COD das auf vorgeschrie- 
bene Weise begränzte Dreieck, wenn O als Anfangspunkt der 
Coordinaten gilt. Nun ist die Gleichung der Normale 

W—y) ^-^r=0, 

wo jc" und y" die veränderlichen Coordinaten der Normale, und 
x und y die (übrigens gleichfalls veränderlichen) Coordinateo des 
Punktes der Kurve sind, durch den man gerade die Normale legt; 

ferner ist, wie gewöhnlich, p statt jg gesetzt. Für den Punkt JD 

ist f/'=0, und somit folgt aus obiger Gleichung OIh=za*=py-i-a?» 
für den Punkt C ist &" = 0, und somit folgt aus obiger Gleichung 

OC= t/'z=^^. Des Dreiecks OCD Inhalt ist =\.OC. O/J 
und sonach hat man 

1) 

Ferner hat man für die hier vorgeschriebene Bedingungsgleichung 

II) — .a:—xr 2 =J. 

Erste Auflösung. 
Varlirt man Gleichung I., so bekommt man 

III) dU=( P!/ +x) .'(^H-8£jj£ . d ±) 
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Ans Gleichung U. aber folgt: 

Elimiuirt man aus III., so bekommt man 

VII) * u= *fi ' • ßttr-*) • *r- 

• 

Soll nun SU=0 werden, so muss entweder 3»y — & = 0 oder 
/»y-f-dr = 0 sein. 

Erstens. Aus Zpy — ar = 0 folgt 3y* — &* = B. Dieses 
ist die Gleichung einer Hyperbel, deren Coordinaten in 0 
anfangen. Man hat aber vor Allem zu untersuchen, ob durch diese 
Gleichung auch Gleichung II. identisch wird. Man führe also 

V\. (a:* + B) statt y, und p^ß—g^ statt p in Gleichung II. 

ein, und berücksichtige, dass die Radikale entweder durchweg ihre 
positiv e oder dur chweg ihre negative Bedeutung haben. Es ergibt 

sich - . & — jc* = A, oder B=.A. Somit ist die volU 

x 

V*{x* -+- B) 

kommen bestimmte und keiner weitern Nebenbedingung mehr un- 
terliegende Gleichung der gesuchten Hyperbel 3y" — or a =-^. Un» 
ter diesen Umständen geht Gleichung IV. über in 

8jf ————— 
Ferner ist 17' =y . \Z\(sc* A) ; und man erkennt, dass die für 



V und 6 % U hergestellten Ausdrücke zweideutig sind, weil sie das 
Radikal als gemeinschaftlichen Faktor enthalten. In solchen Fäl- 
len pflegt man sich dabin zu entscheiden: Es findet ein Kleinstes 
statt, wenn V und 6 % U einerlei Zeichen haben, und es findet ein 
Grösstes statt, wenn U' und ö*U entgegengesetzte Zeichen haben. 
Demnach findet hier ein primäres Kleinstes statt; denn U' und 
d* ü haben unter allen Umständen einerlei Zeichen. 

Zweitens. Aus py-\-& = Q folgt y % -t-jc* r=r», d. h. die 
Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt in O liegt, so dass 
die. Normale durch O geht, und das auf vorgeschriebene Weise 
begränzte Dreieck Null wäre. Man untersuche nun vor Allem, ob 
durch die hiesige Gleichung auch Gleichung II. identisch wird, und 

führe zd diesem Ende Vr* — x x statt y, und ' statt p in 



» 
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Gleichung 11. ein. Dadurch bekommt man J ' ' j_ x — . äs^^A 

oder — (r* — .r a ) — a:" 1 =. A oder — ir a •= A, so dass der Kreis 
nur existircn kann , wenn der Werth A der gegebenen Differenz 
negativ ist. Unter diesem Umständen ist 

Dieser Ausdruck ist wegen des Radikals l^r* — zweideutig; 
und da jetzt /,' = (> nichts mit diesem Radikal zu thun hat, so 
inuss man sich dahin entscheiden, dass hier weder ein Gröbstes 
noch Kleinstes stattfinde. Dieses wird aber auch noch durch fol- 
gende Betrachtung hestättigt: Die Aufgabe führt , auf einen be- 
stimmten Kreis d. b. auf einen Kreis mit dem bestimmten Halb- 
messer v — A. Aber nicht allein bei diesem Kreise, sondern auch 
bei allen andern Kreisen wird £/' = 0, so dass mau unter alten 
möglichen Kreisen keinen heraussuchen kann, bei welchem U* 
grösser oder kleiner sein könnte, als hei allen andern« 



Zweite Auflösung. 

Da die gesuchte Funktion y von x auch der Gleichung II. ge- 
nügen muss; so wird die gesuchte Funktion irgend ein Integral 
der Gleichung 11. sein. Mau integrire also Gleichung II., und 

du 30 • (I V 

forme sie deshalb vorher um in — = ■ * ' *. ' v Daran* folgt durch 
Integration 

log nat y = y log nat E-\-\ r . log nat (.r 2 -h^f), 

oder • 

log nat y = |.log nat [E . (.r* -f- A)], 

oder 

log nat y = Iog nat \ZL\o: 2 + A), 
und sonach ist , . - - V * \ -, 



y=VE.(x* + Ay 

Das E muss also so beschaffen sein, dass das Produkt E. (.t; 2 -\-. J) 
positiv wird. , < \ 

Führt man nun (a: 2 -f- A) statt y, und ry^£ — statt 

p in Gleichung I. ein, so bekommt man • - 

Man erkeunt nun an der für y gefundenen Funktion, dass zu stetig 
neben einander liegenden Werthen des E auch stetig neben einan- 
der liegende Wertue des y gehören; ebenso erkennt man an dem 
für l ' hergestellten Ausdrucke, dass zu stetig neben einander lie- 
genden Werthen des E auch stetig neben einander liegende Werth e 
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des V gehören. Um nun zu wissen, wenn 17', ein primäres Gröss; 
rteä erde* Kleinstes ist/dlfer^iire miii ZT naefr j^und man bc- 



dtr x ; • . ..,/[ — \\ ~ 

dir ' • ■ *- 1 1 '-. J 

Es kann also ^ = 0 werden entweder wenn 3iß— 'traft oder 
wenn .tf-f-lrrzO. > \ + * \ w 

E rstens. Wen n 3#-^lrrio, so ist ^r=|, und man hat 

^r= V<f .(a**~f-*/) «d«f 3y»^ jp»d=rj|; BWerenriirt ttfttf indefc 
ein mal und führt man dann für /> den Werth } nn; so ist; 

~ = rix . ferner U U'= ^ . V \ . (or 3 -f-^) 

and da die für ^- £ und £ ' herg-estellten Ausdrücke das Radikal 

als gemeinschaftlichen Faktor enthalten, so erkennt man, dass d- // 
und Ü* unter allen Umständen einerlei Zeichen haben, und kann 
sich dahin entscheiden, dass ein primäres Kleinstes stattfinde. 
Also Alles wie Leim, ersten KaU der vorigen Auflösung. 

Zweitens. Wenn E l,r= 0 , so ist ^:rr: — X und 
y=r V — a:" 1 — A oder y % -h = — A y woraus hervorgeht, 

das* A jedenfalls negativ *t*hf : taussi • frerT*er ist jetzt ^ 

= — a: . V— x % — A. Dieser Ausdruck ist wegen, des RätKkaU 
zweideutig; und da jetzt #7 = 0 nichts mit diesem Radikal zu thun 
bat, so muss man sich dahin entscheiden, dass hier weder ein 
Grösstes noch ein Kleinstes stattfinde. Dieses kann man auch 
durch die am Schlüsse der vorigen Auflösung gemachte Betraeh- 
tuog noch weiter bestätigen. , t ,\ M lHlU . t , A: / ' 9 

Aufgabe 71. o<V. -i . A 

(Zu Ohni's Lein» d«s Grass teu und Kleinsten. Seite» 210. $. 48.). 



i, Mau zieht durch einen beliebigen Punkt einer ebenen Kurve 
die Berührende. Hierauf lallt man aus zwei in der Ebene irjjeud- 
wo festliegenden punkten Perpendikel outf, diese Berührende. VjfeL. 
che Kurve ist es aber, wenn die Summe dieser beiden Perpendikel 

__•_„•• ^> _ i-^ t/ 1 • ... • ä. "i. i j: " • k*„ 



em primäres Grösstes oder Kleinstes ist, während die .gesnehte 
Kurve nur aus der Zahl derjenigen berausgcwäbUv wen^n dar^, bei 
welchen allen die Berührenden immer durch dien nemlichen gege- 
benen Punkt gehen? . j • w. % „ r-i ^ 

D sei (Taf. III. Fig. 2.) derjenige feste Punkt, durch welchen 
die Berührenden aller hier zu betrachtenden Karvea gehen sollen i» 
//und Ä seien diejenigen Punkte^ von welche» ans rami Perpcnk 
dikel auf die Berührende der gesuchten Kurve ziehe» sott. Man 
lege eine Linie OX durch die beiden Pnnkte H und A, und nehm« 
diese Linie als Abscisseuax« au, Man zreüe durch den ^egebeneu. 
Paakt D ein Perpendikel aal IOX. Dieses Perpendikel >» nehm« 
man afe Ordinatenaxe, ffo ist der Punkt O der Anfang der Coordi- 
oatei. Die hier in Hede bteheuden Perpendikel sind HM mit MM 
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Nun ist yi — y=(a/ — a?) . ^ die Gleichung der berührenden 

Graden FT. Für den Punkt D ist ^ = 0, also ist OD = tf 
z=iy — pjc. Ferner hat man nach den vorhergehenden Aufgaben 

H M= V + { "—±' V , und KN= y -±^ÄK Man hat also 
jetzt die Aufgabe: Es soll 

ein primäres Grösstes oder Kleinstes werden, während noch die 
Bedinguogsgleichung 

H) y—p* = g 

stattfindet, wo g einen bestimmten konstanten (positiven oder ne- 
gativen) Werth hat. 






Erste Auflösung. 
Man variirt Gleichung I., so bekommt man 
III) 3U= ^-J— . [2 . (1 -*-/>*) . dy -f- (a+a-Zx-Zpt/) . *®]. 

Aus Gleichung II. folgt 

Führt man diesen für dy gefundenen Ausdruck in Gleichung 
ein; so bekommt man 

Es ist also 

VI) « + -2 ./?y-f-2/?* . ar = 0. 

Um aber diese Gleichung zu integriren, differentiire man sie zuvor 
noch einmal, und man bekommt — 2p . dy — 2y . dp-\-kpx . dp 
-f- 2/>* . da: = 0. Weil aber //y = /? . *£r, so reducirt sich diese 
Gleichung auf 2 . (2pa? — y).dp = Q } und dieser Gleichung ge- 
schieht Genüge, entweder wenn djp = 0, oder wenn 2pac — y = 0. 
Erstens. Wenn dp — 0, so ist 

VII) y = Ax-\-B, 

d. h. man hat die gerade Linie, welche insoferne die Aufgabe löst, 
als jede Gerade zugleich ihre eigene Berührende ist. Diese Glei- 
chung enthält aber zwei willkührliche Konstanten, während doch 
die vorgegebene Differentialgleichung VI. nur von der ersten Ord- 
nung ist. Aber eben der umstand, dass VI. durch VII. identisch 
werden muss, dient dazu, um eine der Konstanten durch die an- 
dere zu bestimmen. Man führe also Aa?-)rll statt y, und A 
statt p in Gleichung VI. überall ein, und reducire so viel als mög- 
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lieh, so bekommt man a-f-a — 2JB=zO, also A = ^~-^ und 
Gleichung VII. geht über in 

VIII) yrrr^p.ar-r-tf. 

Durch diese Gleichung muss aber auch Gleichung II. identisch wer- 
den; man führe also . df-f- B statt y, und statt 

in Gleichung II. ein, und es ergibt sich £t = g. Gleichung VIII. 
geht also über in 



* - 



♦. *• • • . . . 



die Gleichung der gesuchten Graden vollkommen bestimmt 
ist, und keiner Ne bepbed iogu ng m ehr unterworfen werden kann. 
Auch ist 0'=l/(a + cs)» + 4ff s . und unter Berücksichtigung 
alles Vorhergehenden ist 

frU—. ***** /?%)■' 

+ ^V].^« + «)»•+•**■ * * - 

.... i 

Das Radikal V (« -4- «)* + 4#* ist bei den für U' und 
hergestellten Ausdrücken gemeinschaftlicher Faktor; und somit er- 
kennt man, dass £/' und ö*U unter allen Umständen entgegenge- 
setzte Vorzeichen haben. Desshalb entscheidet man sich dahin, dass 
ein primäres Grösstes stattfindet. Weil ferner der Werth des U 
von jc ganz unabhängig ist, so kann von einer sekundären Be- 
ziehung keine Rede sein. 

Zweitens. Setzt man 2par — y = 0, so bekommt man 
y a =Ca?, d. h. die Gleichung einer Apollonischen Parabel. 
Da aber dieses Integral noch die Gleichung VI. identisch machen 

muss, so führe man \Z~Cx statt y, und -ry= statt p in Gleichung 

VVCx 

VL ein, reducire so viel als möglich, und es bleibt a+a jf — 



ist C=2(«-f-a), und die Gleichung der gesuchten Apolloni- 
scheo Parabel ist 

X) y*=2(a + a). jr. 

0 m 

• * i* • 

Da aber Gleichung X. als Integral von Gleichung VI. gelten muss, 
während diese Gleichung X keine willkürliche Konstante mehr 
enthält, auch kein besonderer Fall von Gleichung VIII- ist, so ist 
Gleichung X. ein singuläres Integral von Gleichung VI. Nun 
soll aber durch X. auch noch II. identisch werden; man führe also 

l/2(« -f- «) . a: statt y, und * . y* + 8ta tt p in Gleichung 

II. überall ein; und man bekommt | . V%a -f- a) . & == g. Diese' 
Gleichung ist aber keine identische, und somit kann dieser zweite 
Fall, welcher auf ein singuläres Integral führt, nicht weiter berück- 
sichtirt werden. 
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t weite Aumiuii gl * Jm ' ! : • ' 

m iaiI , iij ! i» )i / «*nmbinl«( 
Da die gesuchte Funktion y von & auch der Gleichung II. ge- 
nügen muss; so tv irJ die gcüuditc fcunktioi irgend ein Integral 
von Gleichung II. sein. Man integrire also Gleichung II., und 

forme sie tu die$om Ende um .-: — Ä— ssr.»— ! Daraus fbltfi 

y.^teas^g. Man. führe also <^r*4-#" statt j/,, und c statt /> ia 

Gleichung f. Überall «ib, so bekommt man U J az M^SäS&^S l 

An der Gleichung yz=zcx-\-g erkennt man, dass zu stetig neben 
einander liegenden Wcrthen des'c auch stetig neben einander lie- 
gender Werth e des y gehören; ebenso erkennt man an der Glei- 

dWfPg V -ai *^^ifctL^ C ,. data zfc* stetig beben einander liegenden 

Wertben des c auch stetig neben einander liegende Werthe des U 1 
gehören. Üm nun zü wistfeii, Vrentf tP' ein urosstes oder Kleln- 

. .. T • • ■ »•••>•••;• »««v <ft/' 

stes ist, differentiire man /. ' nach c, und es ergibt sich 

= ^^^~] daraus folgt a 4»i*^2#<?ä&^also c = ^~^ 9 und 

wie schon GTerchüng X. gieftrtrden ist. üiflerentiirt mrfn noch 
ein mal, so bekommt man im Alrgemeiueiir l ' ul4 l n * u 

<PU'_' ^'.(l+c*) + $c^(ä l +a--- &) 
de* ^(l-f-c^ ' 

und wenn man den für c gefundenen Werth einführt, so ist 



dc \ In , r^ft^F^! , „ 
daran erkennt man wie^kr, dass ein primäres Grösstes stattfindet, 
wie bei der ersten Auflösung. ...\.i r> 

Es ist bemerkenswertb, dass diese zweite Auflösung 
nur auf den Fall führt, welcher mit dein in der ersten 
Auflösung erhaltenen allgemeinen Integral überein- 
stimmt. Der Grund. ..davon ist aber .der, dass das in der 
ersten Auflösung erhaltene singulare Integral gar kein 
Integral der Gleichung AI- ist, und 90 mit die zweite .Auf- 
lösung, w-elche ganz allein vom ,1 n tegral ,d er G 1 eich u o g- 
Jl, auspeilt^ aucli nicht auf b e sagtes si nguläre 1 n te gm 1 
führen kann. Die zweite Auflösung ist also ebenso voll- 
ständig, wie die erstem i .,, / , . ... \ \ 

.,„• . •• -+-«;.v f t , \ — 

~ - — - . I hitü - ■ v.. . » • - 1 

Aufgabe 72. . , . 

(Zu Ohm's Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 210. §. 48j)i v 

, ••• 1 ! ' i: .1'. - i: . 'I : • '< ' • * i . :' i 

Man soll unter allen auf dasselbe rechtwinkelige Coordiuaten- 
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System bezogenen chenen Kurven diejenige heraussuchen, bei 

welcher für den zu irgend einer nach Beliebe« gewählten Abscis$e 
x gehörigen Punkt dus von der Normale und den beiden Coordi- 
nateuaxen eingeschlossene Dreieck grösser oder kleiner wird . als 
bei allen andern der gesuchten Kurve in jedem, Punkte nach st an- 
liegenden Nachbarkurven der Patl sein kann, wahrend die gesuchte 
Kurve nur aus der Zahl derjenigen heraus gewählt werden darf, 
bei welchen die Differenz, die zwischen dein Quadrate der Normale 
und dem doppelten Quadrate der Abscisse stattfindet , den be- 
stimmten gegebenen (positiven oder negativen) Werth A hat. 

I s ist (Taf. III. Fig. 5.), wie in Aufgabe 70.» das Dreieck 
VOD das auf vorgeschriebene Weise bekränzte 5 uud sein Inhalt ist 

Die Normale ist y .\/\+P* > und die vor- esch riebe uu Bedingungs- 
gleichung ist 

II) y*. (1 — 2^ a =^ 

Fariirt man Gleichung I. und IL, und elüninirt. man ao be- 
kommt man 

•i • • - . \ :<;d 

III) iU= 7 r--- : ..(py~*) ( W-f- . — lKoV r 

/ . *y 'V , , | ,. . h # j 

Hier wird ö*/7=0, wenn eine Tan den folgenden drei GJ-eieUngeu 
stattfindet: •».» , .111*1 ' 

ar = 0 oder/y-f-i*— 0 oder ;/* — I =t:O r 1 

Erstens. Setzt ntan/^y- — ^r=0, so ergibt sich* y a — ^'"fcse ÜP, 
d.h. die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel. Klan bat aber 

vor Aliem zu Untersachen, ob dadurch auch Gleichung H. identise.h 

<• >'. 'i t. 1" y iii t 111 ». 3?*o ^ 

wird; und, führe zw diesem Ende sc % -fr- statt y% and^ ^ 

ttütp* in Gleichung II. ein. Dadorch bekommt man | 

** - ~ - - — - ,1 



(j?* -f- . (1 Hh^rtj^) — = oder BztzA. 

Somit int die vollkommen bestimmte Gleichung der gesackten gleich- 
seitige» Hyperbel y» — Är a =s^, welche kerner Nebenaedwiguog 
mehr unterworfen werden kann. Unter diesen Umständen be- 
kommt man . . **\\ »ii 

d* U= (i) 4 . . \y&*'~\-A). öV», und «Pss&r . Vx* + A. 

\ ,: J ,• :»'; • • ;..» |*iin 
Da die für ü' und d a Z7 hergestellten Ausdrücke das Radikal 

V x" 1 A als gcmeinschnftRcneu Faltfcor enthalten, so muss man, 
wie in den beiden vorigen Aufgaben, beachten, ob dieselben mit 
einerlei oder mit entgegengesetzten forteichen versehen sind. Sie 
sind mit einerlei Vor sei eben versehen^ wein or un-d A.X gleichzei- 
tig positiv oder gleichzeitige negativ sind; in diesem Falle entschei- 
det man sieh/ für ein Kleinstes. Widrigenfalls entscheidet man sich 
für ein Grösstes. ~ • H " ¥\) 
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Zweitens. Setze man ^tH-a?=0, so ergibt sich vM-.**=r* 
d.h. die Gleichung eines Kreises. Führt man aber r» — ar» 

statt y» und j&ZZjfi statt in Gleichung II. ein, so bekommt 

man (r* — ar*) . (I -r- JTZ^i) — = ^, woraus r • — = ^ 

folgt. Letztere Gleichung ist aber keine identische und somit ist 
dieser zweite Fall, welcher den Kreis als Resultat liefert, unzu- 
lässig 

Drittens. Setzt man p* — 1=0, so bekommt man p L I, 

woraus y = db x^C folgt. Führt man jetzt (zhz&-\- C)" 1 statt 
t % , und 1 statt />* in Gleichung II. ein, so bekommt man 
±j?+C) , .(l + l)--2a: , = 4 woraus db2Gr + 26> = ^ 
olgt 

Letztere Gleichung ist aber wieder keine identische, und somit 
darf dieser dritte Fall, welcher die grade Linie als Resultat liefert, 
gleichfalls nicht berücksichtigt werden. •" 



Aufgabe 79. 

(Zu Ohm's Lehre des Grossten und Kleinsten. Seite 220. §. 49 — 51.). 

Man hat zwei mit einander parallele Graden, und man sucht 
eine auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogene ebene 
Kurve, welche in dem zu einer nach Relieben genommenen Abscisse 
a? gehörigen Punkte die Eigenschaft hat, dass, wenn man den die- 
sem Punkte der Kurve entsprechenden Krümmungsmittelpunkt auf- 
sucht, und die senkrechten Entfernungen dieses Krümmungsmittel- 
punktes bis zu den zwei parallelen Graden nimmt, das Produkt 
beider Entfernungen ein primäres Grösstes oder Kleinstes, d. h. 
grösser oder kleiner wird, als bei den zu der uem liehen Abscisse 
a; gehörigen Punkten aller andern auf dasselbe rechtwinkelige 
Coordinatensystem bezogenen und der gesuchten Kurve in jedem 
Punkte nächstanliegenden Nachbarkurven der Fall sein kann. 

Die beiden gegebenen parallelen Geraden (Taf. Hl. Fig. 7.) 
seien MN und PQ. Die Durchführung der Aufgabe wird verein- 
facht, wenn man auch die Abscisscnaxe mit den zwei gegebenen 
Geraden parallel nimmt. 

V sei der zu der grade genommenen Abscisse OG = x gehö- 
rige Krümmungsmittelpunkt. VT und Vit sind also die beiden in 
Rede stehenden senkrechten Entfernungen. Die Gleichung der Li- 
nie JUA sei 



I) !/=~. 
und die Gleichung der Linie PQ sei 

II) y" = ». 

Es ist also WR = m und WT=n. Die Ordinate des 
mungsmittelpunktes ist Wf *tm y + ; und desshalb ist 

FÄ=«-(y+i±£-') „od FT= — ( y+ i±P!), 



ff 
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wo wie gewöhnlich zur Abkürzung p statt und q statt ^ ge- 
setzt wurde. Das hier in Rede stehende Produkt ist 

III) <7=(— y-^.^-y-LtPl). 

Variirt man, so bekommt man im Allgemeinen 

Erster Fall. Soll man die gesuchte Kurve aus allen mög- 
lichen einander in jedem Punkte nächstanliegenden heraussuchen: 
so kann nur folgende Gleichung stattfinden: 

Diese Gleichung formt sich geradezu um in 

dp . 

2y — m — n l-i-p* — ' 
und wenn man diese Gleichung m\tp=~ multiplicirt, so bekommt 

man - ; j 

Durch Integration bekommt man 

log nat (2y—m — n)-h\og nat V\-\-p % —C 
oder mit Aenderung der Konstanten 

log nat [(2y - m — «) . \/\+^\ — log nat A 

oder 

\ (%y—m — n).\/l-i-p*=A. 

Daraus folgt 

„ ~ (gy- »»-»)» , (2y — m- n).dy ' 

7' — TT, — ~ — , oder <fcr = . , A — — ; 

und wenn man nochmals integrirt, so ergibt sich 

x-\-B = — ) s .VA* — (2y — in — *)* 
oder .. , 

VI) (*+Ä)» = i.>-i.(2y-«p-n)»'' 

oder ''• , ' " " . ' 

Dieses ist aber die Gleichung eines Kreises, dessen 
Durchmesser =zA ist und dessen Mittelpunkt genau mit« 
ten zwischen den beiden gegebenen Parallellinien liegt. 
Er löst in sofern die Aufgabe, als er in jedem seiner 
Punkte auch zugleich sein eigener Krümmungskreis ist. 
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Die beiden willkürlichen Konstanten A und // machen, dass man 
diesen Kreis noch zwei Nebenbedingungen unterwerfen kann. Der- 
gleichen sind z. IS.: 

1) Der Kreis soll durch zwei feste Punkte (/, g) und (/$, /•) 
gehen. Für diese zwei Punkte geht Gleichung VII. bezüglich 
über in 

te-^-j' =(4)*' 

und 

( *_E±»). +(i |^. Ä j._ < |.). • 

Ml ^ 



und mittelst dieser beiden Gleichungen lassen sich bestimmte Wertlie 
für A und B ermitteln. Oder 

2) Die gesuchte Kurve soll durch den festen Punkt (/", g) 
gehen und die zu diesem Punkte gehörige Berührende Boll mit der 
Abscissenaxe einen Winkel einschliessen, dessen gonioraetriscli( 
Tangente =AV Aus Gleichung Vit. folgt: 

dy x-\-B 

und man hat jetzt folgende zwei Gleichungen: 

+</+*)'=(!-)' 

und .o B 

y_ f+* ■ 

und mittelst dieser beiden Gleichungen lassen sich wieder bestimmte 
Werthe für A und B ermitteln. Oder 

3) Die gesuchte Kurve soll durch den festen Punkt (/, ff) 
gehen und die zu der bestimmten Abscisse h gehörige Berührende 
soll mit der Abscisse einen Winkel einschliessen, dessen gouiome- 
trische Tangente = K. Hier hat man folgende zwei Gleichungen 

und 

woraus sich wieder bestimmte Werthe für A uud B ermitteln las- 
sen. Oder 

4) Die zur festen Abscisse f gehörige Normale und Suhnonnalc 
sollen bezüglich die Laugen // und k haben, iiier bekommt man 
die Gleichungen 

//:==—, und 



K= - fBÄfl + y { fy _ (/H _ B y\ . 



!». Ii. , . 'U. •» 



1/(4)' -^-*- B) 
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woraus sich wieder bestimmte Wcrthc für A und B ermitteln las- 



•efcoHOtan i .ai-«.-: : , .lidii« ; ... * 

5) Bei der festen Abicisse f «oll der Quotient der Subtnngeote 
io die Suboormnle den bestimmten Werth g haben; und bei der 
testen Abscisae // so Ii derselbe Quotient den festen Werth k haben. 
Bier bekommt man die beiden Gleichungen V „; 

».•'• ': .myga i i ' . i Tni i iil Hi , und . Jfrad > i " ■ ? ; »■ "» > ■> i ■ , 

if.iu „ i. vtig)*m*(f+tBy* V. — (Ä #)» v .... 

•t'v \ uii • fiiwi . J < ! ; " \»- -- L J _J i 'J^U'J » 

woraus si*h wieder, bestimmte Werthe ( für .4) «»4 ,B ermitteln 

eichen Nebenbedingungen kann man in belie- 
biger Menge aufstellen. Was für Nebenbedingungen man 
aber auch aufstellen mag, so folgt doch aus Gleichung VI ganz 

nubedingt y^l^fr. == £4^. Dabei geb^ Gleichung UU über 
in tr?='~--% l .l#"* t k) 9t 9 d. h. V ist negativ und unabhängig von 

fiem hplipklrv^ti Worfln» ffo«' *> VnriiH- mnn. nnr\\ ninmftl an 



dem beliebigen Werthe des ^r. Variirt man noch einmal, so be- 
kommt man - .-:;.( 



woran man erkennt, dass in der That ein primäres Kleinstes' statt- 
findet-: $n negativer Ausdruck gjlt aber für desto ^lejper., je 
weiter sein Werth von Null entfernt ist. % % 

Zweiter Fall. Soll man aber nur unter denen einander iu 
jedem Punkte^ nächstanliegeqden Kurven, welche alle den zu der 
gerade genommenen Absei sse äf gehörigen Punkt mit einander ge- 
mein haben, diejenige heraussuchen, wobei das vorgegebene Pro- 
dukt grosser oder kleiner wird, als bei allen andern so geeigen- 
schafreten Kurven; so haben alle hier in Betracht zu ziehenden 
Kurven bei der gerade gewählten Abseies* «? auch einerlei Onli- 
nate. Es ist also Jy=0, 6 2 y = 0, s. w,; und Gleichung IV. 
reducirt sich auf 

Daraus folgt aber wieder Belebung V. und Wh; und «leiebung 
VIH. reducirt sich auf , , 



. • '/ ' dx u t t* ' die* 

ünd ao fort. 

,lr = f- J Aufgabe ' : «;+- M " r ' v . ' 

(Zu ObuiVLshr« de» Grossten und Kleinsteh. Seite 220> & 49-51.). . 

Man soll unter allen auf dasselbe rechtwinkelige Coordinaten- 
svstem bezogenen ebenen Kurven diejenige heraussuchen, bei wein, 
eher der zu irgend einer nach Belieben gewählten Abscisse ge- 
hörige Punkt die Eigeusehaft hat, dass, wenn man den zu 
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Punkte gehörigen Krummungsmittelponkt mit zwei fegten Punkten 
(o, l) und (a, ß) verbindet, die Summe der Quadrate beider 
Verbindungslinien grösser oder kleiner wird, als bei den zu der 
nemlichen Abscisse a: gehörigen Punkten aller andern auf dasselbe 
rechtwinkelige Coordinatensystem bezogenen und der gesuchten 
Kurve in jedem Punkte nächstanliegenden Nachbarkurven der Fall 
sein kann. , , 

Der Krümmungsmittelpunkt habe die Coordinaten r und t), die 
Entfernung des fe sten Punktes (g, l>) bis zum Krümmungsmittel- 

? unkte ist also V — a) % -f- (t) — b)* ; und die Entfernung des 
esten Punktes ( « , ß) bis zum Krümmnngsmittelpunkte ist 

— «)'-+- (ö — Die Aufgabe führt also zunächst auf den 
Ausdruck 

\) u= [(r - «)* + ( 9 - 6y\ + [(r - «)* + h - ßYV 

' • * •». 

Die Durchführung der Aufgabe wird vereinfacht, wenn man die Ab- 
scissenaxe der gesuchten Kurve durch die beiden festen Punkte 
(«, 6) und («, ß) legt. Dabei ist 6 = 0 und 0 = 0 und Gleichung 
L reducirt sich auf 

II) tf=(r-*)V+(r-«)V+2.**. 

(1-1- p 2 ) p 1 I J} 9 
Nun ist p = .r q und l) = yH wo, wie ge- 
wöhnlich zur Abkürzung p anstatt ~, und g statt — \ gesetzt ist 
Gleichung II. geht nun über in 

III) U=&-*- { ±±^y + (*-«- ( ±±£^r 

Dieser Ausdruck soll ein primäres Grösstes oder Kleinstes werden. 
Durch Variiren bekommt man • , 

\\)iU=±.0.+p* + y. 9 ).is, 

* ■ % w • + ■ • 

+ £ . [6/> . (1 - (1 + 3/,') .(2^-a-a). ? + \yp 9 \ . g 

+ 2 ' (1 ; P ^ l(lr--a-a)^^%-2.(l+^].^. 

Erster Fall. Soll die gesuchte Kurve aus allen möglichen 

:hstanli< 



einander in jedem Punkte nächstanliegenden berausgi 
so müssen folgende drei Gleichungen zugleich bestehen: 

V),l+^ + 7 .y = 0 

VI) 6/; . (1 — (1 + 3/? 3 ) . (2ar — a — a) . q-\-*ypq = 0 

VII) (2wr — « - a) . ;^ - 2y ? - 2 . (I -f-p*)' — 0. 

Diese Gleichungen werden einfacher, wenn man % statt 

setzt; denn sie gehen bezüglich über in 

VIII) 1 y = 0 . 
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IX) 3/> . (1 -*-/>»)» -<1 -t-3/>») . 2^ = 0, 
X) — y.^ — O =0. . 

Gleichung VIII. ist die einfachste; sie kann aucb auf folgende 
Weise: 1 p . ^ • y = 0, oder auf folgende Weise: 

d* -hp* dy-+-y . dp = Q geschrieben werden, and daraus folgt 
zunächst 

XI) x+p.y=J. 

Diese Gleichung ist aber gleichbedeutend mit x . dx-\-y ,dy=A . dx, 
und daraus folgt weiter 

XII) ** + y 3 = 2Jx ^. 

i 

Man sehe nun zu, ob durch diese Gl eichung auch IX. und X. iden- 
tisch werden. Aus XII. folgt y= V B + %Ax — *», 

A — s , J-j-ß 

Führt man nun diese Ausdrücke in Gleichung IX. ein, so bekommt 
man nach gehörigen Reductionen 

J.(A* + B). {ZA* + B - 4,4s -h 2s») _ ft 

Diese Gleichung wird identisch, wenn Az=0 ist. Gleichung XII. 
zieht sich also zurück auf 

xiii) 

and dadurch werden die Gleichungen VIII. und IX. zugleich iden- 
tisch ; man hat also noch zu untersuchen, ob dadurch auch Gleichung 
X. identisch wird. Aus XIII. folgt 

B 

Führt man aber diese für y, p f q zuletzt hergestellten Ausdrücke 
in Gleichung X. ein, so findet man, dass sie in der That identisch 
wird. Führt man für x seinen Ausdruck wieder zurück, so geht 
Gleichung XIII. über in 

XIV)y* + (*-^)»==tf, 

und durch diese Gleichung werden die Gleichungen V., VI., VII. 
zugleich identisch. Letztere Gleichung stellt aber einen jeden be- 
liebigen Kreis vor, dessen Mittelpunkt in der Abscissenaxe liegt, 

und zwar da, wo ai = — 5— ist. Gleichung III. geht nun über in 

XV) U'=2.(~)>, 

d. h. U 1 ist konstant, und unabhängig von x und von der will- 
kührlichen Konstanten B. Variirt man noch einmal, so bekommt 
man . 

Tbell III. 11 



y= vw ^ % ^p=-vi=Tt und ?=-{B= 
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dfy p + p' d*öy • 

woran man ernennt, dass ein primäres Kleinstes stattfindet. 

Zweiter Fall. Soll man aber nur unter denen einander in 
jedem Punkte nachstnnliegenden kurven, welche alle sowohl den 
zu der gerade genommenen Abscisse sc gehörigen Punkt , als auch 
die zu der gerade genommenen Abscisse :r gehörige Berührende 
mit einander gemeinschaftlich haben, diejenige heraussuchen, bei 
welcher die vorgegebene Summe grösser oder kleiner wird, als bei 
allen andern so gecigenschafteten Kurven; so müssen bei der ge- 
rade gewählten Abscisse x folgende Gleichungen 

tfj, = 0, ^ = 0, <f>y = °, ^ = 0, u. I. w. 
stattfinden. Dcssbalb reducirt sich Gleichung IV. auf ' 

XVII) ÖU= 2 ' {l + p , -l . 1(2* — a — a) . p .q — 2y.q 

Es findet also jetzt nur die Gleichung VII. oder X. statt. Wenn 
man /> - . f/y — //- . rjy zu Gleichung X. addirt, so geht sie über in 

und diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit g| _^_p^^ 
multiplicirt. Thut man dieses, so bekommt man 

Diese Gleichung lässt sich nun geradezu integriren, und man be- 
kommt 

Aus dieser Gleichung folgt y = — ~ und wenn 

man auf beiden Seiten differentiirt, und dann p . d% statt dy setzt, 

so bekommt man 

P . (l+?>*)dz + (r 7 J=-%) . dp — 0. 

Der integrirende Faktor zu dieser Gleichung ist — pe = ; and 
multiplicirt man letztere Gleichung damit, so bekommt man 
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Diese Gleichung lässt sich nun geradezu integriren,* und man be- 
kommt - , • j , s, ...».' ' I- I. | 

XIX) * . '/"^V C(- j-»rctang 

Führt man statt % in die Gleichung XV III. und XIX. 

zurück, so kann man für und y folgende Ausdrücke herstellen : 

XX) * = ^ p== . C.^.arctang ^) 

MI) ' = y .l/F^ -(Cp*—E.p—Cp. arctang /,)• 

Die hier gesuchte Kurve ist, wie es oft geschieht, durch zwei Glei- 
chungen gegeben, und kann durch ihre Tangenten koostruirt wer 
den. Widrigenfalls hätte man aus XX. und XXI. das p zu elimU 
niren, und so eine einzige Gleichung zwischen a: und y herzustel- 
len. Variirt man bei Gleichung XVII. den in den eckigen Klam- 
mern stehenden Faktor noch einmal, so bekommt man 

Aas Gleichung X. folgt aber (2* -«-«). p - 2y - »Ü±2^1 
«od somit ist v 



.1 , 'I I 



woran man erkennt, dass ein primäres Kleinstes statt findet 

D"«" Fall. Soll man aber nur unter denen einander in 
jedem 1 unkte nachstanliegenden Kurien, welche alle bei den ge- 
rade für genommenen Werthe nicht nur fu* y einerlei (aber 

einen nicht gegebenen) Werth, sondern auch für ^ einerlei (aber 
gleichfalls einen nicht gegebenen) Werth liefern, diejenige heraus- 
suchen, bei welcher die vorgegebene Summe grösser oder kleiner 
wird, als bei allen andern so geeigenschafteten Kurven; so müs- 
sen bei der gerade gewählten Abscisse x folgende Gleichungen • 

«r y= o,^=o,^ = o,^=o )U ., w . 

stattfindeo. Desshalb rcJucirt sicli Gleicbang IV. auf 
XXI!) S L = ± . {6p . (1 _ (i + 3pi) . (2a . _ a _ a) 

Es findet also jetzt nur die einzige Gleichung IV. oder IX. statt 
Kenn man 3y . p* . g + ~ . q S y , p , . 8 „ £ 

addirt, so kann man ihr folgende Form geben 

11 • 
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oder 

' ' 1 
Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit gg-qppjj mul - 

tiplicirt; und thut man dieses, so bekommt man 

+ s. (/>-*-?*)* 

Integrirt man, so bekommt man -y 1 ^ — - ss , oder 

s 

XXM) yp-\-x = F . Vp+p*. 

Wenn man Gleichung XXIII. auf beiden Seiten differcntiirt, so bc- 

F (1 -*-Sp 7 ) • dp 

kommt man zunächst y . dp-\-p . dy-\-d% = -^ , / | p »)! 5 

und wenn man diese ganze Gleichung m\tp = ^ multiplicirt, so 
bekommt man 

, tMk% t% j F fr-t-fo') ■ dp 
py.dp-\-{p* + \).dy=z^. {p + y)i ■ 

Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit WÜr 
tiplicirt; und thut man dieses, so ergibt sich 

PV • dp . , . y-z— — - F (p 3p') . dp 

Diese Gleichung lässt sich geradezu integriren und es ergibt Bich 

XXIV) yVl+p* = G + Y\J (\/T^).(p+p>)l 

Führt man ^r — statt % in Gleichung XX11I. ein, so kann 

* 

man sie auf folgende Weise schreiben: 

XXV) yp + a:-^±^ = F . \/p+p\ 

Auch die jetzige Kurve ist durch zwei Gleichungen gegeben und 
man hat zu verfahren, wie schon im zweiten Falle angegeben 
wurde. Das Priifungsmittel wird hergestellt, indem man bei Glei- 
chung XXII. den in den eckigen Klammern stehenden Faktor va- 

riirt, und dabei beachtet, dass dy=Q, ~^ = 0, u. s. w. ist 



Aufgabe 82. 

(Zu Ohm's Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 220. §. 49 — 51.). 

Es sind zwei in einer Ebene gelegene sich schneidende un< 
auf dasselbe rechtwinkelige Coordinatensystem bezogene Gerade i 
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gegeben. Man sucht eine auf das nein Ii che Co ordinatensy stein be- 
zogene Kurve, welche in dem zu einer nach Belieben genommenen 
Abscisse a? gehörigen Punkte die Eigenschaft hat, dass, wenn man 
(Ifen diesem Punkte der Kurve entsprechenden Krümmungsmittel- 
punkt aufsucht, und von diesem Krümmungsmittelpunkte Perpen- 
dikel auf die zwei gegebenen Geraden zieht, das Produkt beider . 
Perpendikel grösser oder kleiner wird , als bei den zur nemlichen 
Abscisse a: gehörigen Punkten aller andern auf das nemliche recht* 
winkelige Coordinutensystem bezogenen und der gesuchten Kurve 
in jedem Punkte nächstanliegenden Nachbarkurven der Fall sein 
kann. 

Die Linien MN und PQ seien (Taf. III. Fig. 8.) die beiden 
gegebenen Geraden und V sei der zur Abscisse OG gehörige 
Krümmungsmittelpunkt der gesuchteo Kurve. Vit und VT sind 
also die zwei in Rede stehenden Perpendikel. Die Gleichung der 
Linie MN sei 

I) A.a>+-B C=0 

ood die Gleichung der Linie PQ sei 

II) *.4r"+&,Vr+~*«ifc 
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes V seien y und t); so 
ist die Entfernung des Punktes F von der Linie MN bekanntlich , 

und des Punktes V Entfernung von der Linie PQ ist ebenso 

Erst wenn man die gesuchte Kurve und den Krümmungsmittel- 
punkt gefunden hat, ist es möglich, zu entscheide n, welche Bedeu- 
tung man einem jeden der Radikale V A % B* und VW+W 
beilegen muss. Das in Rede stehende Produkt ist also 

(^.r4-g.94-C).(g ; r + g.9+g ) 

Nun ist (sf tsfldlEa und ^--y^Ltf!. un d wenn man 
für | und t) diese Ausdrücke in V. einführt, und zur Abkürzung 

noch * 8tatt ww^mtFWrm setxt > 80 gcbt v * über in 1 

VI) U=$)..lAa;-\-By+ C . (B — Ap)] . 

-f- SBy -f- (S-i- — 21 . (fB - *p)h 

Wenn man jetzt diesen Ausdruck variirt, so ergeben sich sehr 
weitläuftige Differenzialgleichungen der zweiten Ordnung, und es 
wäre bei deren Integration ein nicht geringer Grad von Aufmerk- 
samkeit nöthig. Desshalb ist es räthlich, sich vor Allen umzu- 
schauen, ob man nicht einen einfachem Ausdruck statt Gleichung 
VI. gewinnen kann. Es schadet der Allgemeinheit der Aufgabe 
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nicht, wenn man eine der gegebenen Graden als Abscissenaxe an- 
nimmt, und den Anfangspunkt der Coordinaten in jenen Punkt ver- 
legt, wo sich die beiden gegebenen Graden schneiden, tnter -A 
und S „H sind bekanntlich die Sinus der Winkel zu verstehen, welche 
von den gegebenen Gradeu und der Abscissenaxe eingeschlossen 
werden; eben so sind unter Ii und 33 die Cosinus der Winkel zu 
verstehen, welche von den gegebeuen Graden und der Abscissenaxe 
eingeschlossen werden. Soll nun die durch Gleichung I. darge- 
stellte Gerade M \ als Abscissenaxe und A I als Ordinatenaxe an- 
genommen werden, so ist A — 0 und /?=1, und Gleichung 1. 
reducirt sich zunächst auf y'-f-C=0. Weil aber jetzt ^ = 0 
sein muss bei jedem Werth e des sc, so ist auch C=0; und der 
Ausdruck III. reducirt sich zunächst auf den bekannten Ausdruck: 



Da ferner die durch Gleichung II. dargestellte Grade durch den 

Anfangspunkt der Coordinaten geht, so ist (5 = 0 und Gleichung 

II. reducirt sich 1 zunächst auf §1 . x/'-i-SQ . y"=0 oder auf 

21 '*>•;, ' 

• Är*=s=0; jiud wno mau zur Abkürzung — m statt 

% 

-jg setzt, so ist y" — ma?" = 0. Der Ausdruck IV. gebt über in 

VIII) VT=—=L= . [— ^ + y -|-L±-^ . (1 + «/>)]. 

Erst, wenn man die gesuchte Kurve und den Krümmungsmittel- 
punkt gefunden hat, ist es möglich zu entscheiden, welche Bedeu- 
tung man dem Radikal l I | - m ' beilegen muss. Das in Rede 
stehende Produkt ist also 

IX) U=^A^ . [y + 1 -±EL\ . [- MJ c + v+ 1 -^. {l +m p)\. 
Variirt man nun, so bekommt man 
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Erster Fall. Soll die gesuchte Kurve aus allen möglichen 
jedem Punkte einander nächstanliegenden herausgewählt werden; 
so müssen folgende drei Gleichungen zugleich bestehen: 



XI) 2y — mx 



(2-4-™p).(l p 7 ) 



= 0 



(»*-+- hp -f- 5//i . p 2 ) . ( l -\-p 7 ) 



=0 



2 .{\+mp) (l+p 7 ) 



= 0. 



XIII) 2y — mx -\- myj) -\- 

■/ 

Gleichung XI. ist die einfuchste; sie soll auch zuerst integrirt 
werden. "Zunächst geht sie über in 2yq -\-% -{-2p 2 — mxq-\-fnp 
-f- //?// 5 = 0. Man addire mpqy — mpqy zu dieser Gleichung, so 
kaon man sie auf folgende Weise schreiben: 
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Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit ^ _^ m ^% mu\- 

tiplicirt; und thut man dieses, so gebt sie über in 

7y-t-l-*-P 3 {py + x) .mg 
2 -*-////? (2-+- 

Diese Gleichung lässt sich geradezu integriren und es ergibt sich 

XIV) ™ + * =//■ 

7 2-f- m . p 

Daraus folgt yp — mffp — 2// — a\ und integrirt man wieder, so 
bekommt man 

£ . y ■ — M Hy = 2 Hx — \ . ■ ± Q 

oder 

y 3 — 2mHy=zUIjc — x^+G 

oder 

y* — 2mHy + m*H* + — \Hx-\~MP = -f- (4 + *» 3 ) . H* 
oder 

XV) (y — ml!)* -h (a? — 2/T) 3 = O + (4 -f- 

Dies ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittel- 
punkt da liegt, wo a; = < 2>JU und y = mff ist. "Aus XV. 
folgt 

y=mff-+-V / G + m* . H* — x % •+- 4Zr>, 
ünd daraus folgt weiter 

— ar-f-2jy 

^ -h . Z/ 3 — ^ 3 Mix 

und 

— g — («i' + 4). ^ 
? — ( £ + m 3 . //* — j; 3 -f *Ux)V 

Diese für //, ^ hergestellten Ausdrücke bat man in die Gleichung 
XII. und XIII. einzuführen; und man Gndet, dass diese identisch 
werden, wenn //= 0, Gleichung XV. reducirt sich also auf 

XVI) y 3 = 

Dieses ist aber die Gleichung eines jeden beliebigen 
Kreises, dessen Mittelpunkt im Anfangspunkte derCoor- 
d inaten d. b. im Durchschnittspunkte der beiden gege- 
benen Graden liegt. Variirt man noch einmal, und beachtet man, 

dass jetzt sowohl y | -"^ =0 als auch — mx-\- mr> * ^*~*~ P ^ =0 
wird; so bleibt nur 

p.(l+p 9 ) d^öy 
y* ' dx* )l ' 
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Der innerhalb der eckigen Klammer stehende Faktor kann, wie 
mao geradezu erkennt, nicht immer einerlei Zeichen behalten, und 
somit findet jetzt weder ein Grösstes noch Kleinstes statt. 

Zweiter Fall. Macht man dieselbe Ei nschräokunir, wie beim 
zweiten Falle der vorigen Aufgabe, so ist 

^=0,^ = 0,^=0,^ = 0, u. 8 . w. 
Gleichung X. zieht sich also zurück auf 

2.(l-4-mp).(l-hp») , i/Vy 
Man hat also jetzt nur die einzige Gleichung 

/ q 

oder 

4- mpy 7 + 2 . (1 -f- p*) . (1 -f- mp) 

Wenn man hier mpya — mpyq addirt, so kann man letzterer 
bleichung auch folgende Form geben: 

2^(1 -f- mp) -f. 2 . (1 .(l+mp) — m ? .{yp + x) = 0 

oder 

2 • (y? «+• i) . (i -T- «p) — • (yp •+■ *0 = o. 

Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit 2 
multiplicirt; und thut man dieses, so bekommt man 

y7-HP 8 -M tnq.jyp-i-x) 
{l + mp)k 2.{\+mp)l — v 

Diese Gleichung kann man geradezu integriren und es ergibt sich 

Daraus fojgt y/? + .r = E . J/l «i^ ; und wenn man hier auf 
beiden Seiten difTerentiirt, so bekommt man 

Man multiplicire diese Gleichung mit p = ^ t so ergibt sich 

Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit p7== mul- 
tiplicirt und dadurch gebt sie über in *~ P 
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jJS^. + Oy . V 1 + = T . p=_ . C7? == . 
Durch Integration bekommt man 

* ■ • 

Die hier gesuchte Kurve ist also durch a wei Gl cichup. 

gen gegeben (XIX. und XX.); das Radikal l/l-f-*w/> hat eot- 
weder durchweg seine positive oder d urchweg seine negative Be- 
deutung; ehen so hat das Radikal \/i-\-p' 1 entweder durchweg 
seine negative oder durchweg seine positive Bedeutung; übrigens 

ist das Zeic hen de s Radikals vl-\-mp vom Zeichen des 

Radikals \/l-t-p 9 ganz unabhängig. 

Dritter Fall. Macht man »hier dieselbe Einschränkung wie 
beim dritten Falle der vorigen Aufgabe, so ist 

«r y =0, = u. s. w.; • 

und Gleichung X. zieht sich zurück auf 

ö*£7= l/ _ ! . ~\my~)rkyp — Imxjt 3«iy . p* 

V l-i-m V ... . . 

(m -i-hp-+- 5m . y») (1 -f-/**) , <% 
+ ~ y ~ J * dje' 

Man hat also nur die einzige Gleichung 

■ * 

XXI) my -f- typ — Imxp -+- Zmy . p* 

(m-4-*p + 5m.p*).(l+p*) _ 

■ 9 - 

oder 

' XXII) myq -f- typ 9 — *pq-\-^my .p* . y*-h»*-r-4p 

. - - ■ • 

Ich will, Um nicht zu weitläuftig zu werden, es unterlassen, 
hier an dieser Stelle die Methode mitzutheilen } nach welcher ich 
letztere Gleichung integrirt habe. Das Integral selbst ist 

. — 

XXIII) -h * = Z, . 2-l / 4-3 OT » ' 

1 [;/j + (2-f 1/4-5.W'). p] 

Von der Richtigkeit dieses Integrals kann mau sich überzeugen, 
wenn man Gleichung XXI II. differentiirt, und dann aus der sich 
ergebenden Differentialgleichung^ und aus Will, das JL eliminirt 
Man wir4 gehau Gleichung XXII. wieder bekommen. Setzt inao 
nun statt XXIII. zur Abkürzung ..... > , m 
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* •« I ■ 

und diiTcreutiirt mau, so ergibt sich 

Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit ^ mul- 

tiplicirt; denn es ergibt sich 

und integrirt man wirklich, so bekommt man .- 

Die hier gesuchte Kurve ist also* wieder durch zwei Gleichungen 
(XXIII. und XXV.) gegeben. Das Radikal l/I — 5 . m 7 hat ent- 
weder durchweg seine positive oder durchweg seine negative Be- 
deutung; dasselbe gilt von d em Rad ikal X/l^-p*. Uebrigens 

ist das Zeichen des Radikals 1*^1 -#-/>*' von dem des V^4 — 5 . m* 
ganz unabhängig. 



Aufgabe 83. 

(Zu Ohin's Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 220. §. 40—51.) 

' ♦ - * 
Man bat eine Menge vou unter sich parallelen Graden, und 
man sucht eine auf ein rechtwinkeliges Coordinateusystem bezogene 
ebene Kurve. In den zu irgend einer nach Belieben genommenen 
Abscisse ac gehörigen Punkt dieser Kurve legt man den Krüm- 
mungskreis, welcher eine jede dieser Parallellinien zweimal durch- 
schneidet, so doss jedes der auf diesen Parallellinien abgeschnitteuen 
Stücke eine Sehne des Krümmungskreises bildet. Die gesuchte 
Kurve soll in dem zu der gerade nach Belieben genommenen Ab- 
scisse .c gehörigen Punkte die Eigenschaft haben, dass die Summe 
der Quadrate aller obgenannten Sehnen grösser oder kleiner wird 
als bei den zur nemlichen Abscisse sc gehörigen Punkten aller an- 
dern auf dasselbe rechtwinkelige Coordinateusystem bezogenen und 
der gesuchten Kurve' in jedem Punkte nächstanliegenden Nachbar, 
kurven der Fall sein kann. Welche Kurve wird gesucht? 

Die unter sich parallelen Geradeu (Taf. III. Fi$. 9.) seien MP> 
NO, u. s. w. Die Durchführung der Aufgabe wird vereinfacht, 
wenn man die Abscissenaxe senkrecht auf die besagten Parallellinieu 
zieht. Wenn p und i) die Coordinaten des Krümniungsmittelpunk- 
tes und x* und y die Coordinaten des Krümmungskreises sind; 
so ist 

i) i) ,B -i a . 

die Gleichung des Krümmungskreises. Daraus folgt 

t ii)/-«±W-(*'-r)V. . 
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Nun ist 9=,+^, i=*- P -*£, ..4 C =£±Ö?, und 
wenn man diese Ausdrücke in II. einführt, so bekommt man 

III) y-=y+^ ±|/(^) J -2 . (^_*).£±^ -(*-_*)•. 

Man erkennt, dass es für y' zwei verschiedene AusdrUcke gibt, 
d. h. zu jeder beliebigen Abscisse a J gibt es zwei verschiedene Or- 
dinaten. Setzt man die Abssisse OJa = a l9 so geht dabei Glei- 
chung III. über in 

IV) ^= y -4-i±£!±i/(^)*- 2 . (a ,-.).^-(a,-^ 

Dadurch sind die zu OM gehörigen Ordinaten Mm und Mw zu- 
gleich ausgedrückt; und zwar ist 

und 

j*„= y + ^ + V(i±^)»-*.(..-*).ttC-(..-*)'. 

Die Sehne ist also =Mto — üfjs», d. b. es ist 
und daraus folgt 

V) ™ = 4 . K^E!)' - 2 . {; - . - Im, - *Y\. 

Setzt man ferner die Abscisse OA=:a 99 so bekommt man auf 
gleiche Weise 

VI) ™ = 4[(1±£!)» - 2 . (a, - ^) . -K-^ 1 ] 

und sofort. Und setzt man endlich die letzte Abscisse OR=za H s 
so bekommt man ' 

VII) 4 . l(i±£)' - 2 . («. - x) . - (*. - .*)*]• 

Die Aufgabe führt also auf folgenden Ausdruck 

I 

VIII) <7= 4[(i±£!)' _ 2 . (a, _ a.) . t±El - («», - *)') 

+ 4 K^ £ -)' —*.(*»—*). — («, — ^)*J 

Diesen Ausdruck kann man noch umformen iu f 
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IX) U= An . (~— 8» . 



9 



±Sh P-+-P* 



- * • [(•» - *)« + K - + + ("» - *«. 

Durcb Variiren bekommt man 



« 



I II 

• m 

+ + 

i 



+ 

a 



H 
I 



=5 

+ 
a 

+ 



i f 



. 

Erster Fall. Soll die gesuchte Kurve ans allen möglichen 
in jedem Punkte einander nächstanliegenden herausgewählt werden» 
so müssen folgende zwei Gleichungen zugleich bestehen: 



XI) 4>. (!+*>*) + (*• 



XII) l+^ J + (ar- 



).(l+3^). 7 =0 



Man erkennt aber geradezu, dass es keine Funktion von sc gibt, 
welche dfese beiden Gleichungen zugleich identisch macht 
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*' Zweiter Fall. Soll man nur unter denen einander in jedem 
Punkte nächstanliegeudcn Kurven, welche bei der gerade genom- 
menen Abscisse sc lauter parallele Berührende bauen, diejenige 
heraussuchen, wobei die Summe der Quadrate aller auf vorgeschrie- 
bene Weise begränzter »Sehnen grosser oder kleiner wird, als bei 
allen andern so geeigensebafteten Kurven; so ist bei der gerade 

. . ddf/ d(Py . 

genommenen Abscisse a: jetzt = u, -^- = 0, u. s. w. Glei- 

clrung X. reducirt sich also auf 



+ 



3 



+ & 



551 



a 



II 

O 



g. 

A 



25 2 
B 



s 

D 



T 2. H 
I 



+ 



<5 



r.. : • • 



+ 



8" 



n 



Diese Gleichung wird einfacher, wenn man ac- 
setzt; denn dabei geht sie über in 1 ■+- * . P<f— 0 

oder ,n -+ 7^1 = 0 oder m - + 
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und daran» folgt 

* 

log nat x-f-log nat V\ -\-p* = log nat A 
oder x . \/\ -f-/> 2 = ^. Daraus folgt weiter 

/> = i . — *», oder <ly=~. Vl^^T' 

Wenn man abermals integrirt, so ergibt sich - 

i" " ~ ■ * *"* • 

liier bat man statt % wieder x — a% ~*~ a * ~f~ ' * * ■ a " zurückzu- 
fuhren. 

Dritter Fall. Söll man nur unter denen einander in jedem 
Punkte nächstanliegenden Kurven, welche bei der gerade genom- 
menen Abscisse a: alle für einerlei aber einen nicht gegebenen 

Werth liefern, diejenige heraussuchen, wobei die Summe der Qua- 
drate aller auf vorgeschriebene Weise begrenzter Sebnen grösser 
oder kleiner wird, als bei allen andern so geeigenscbaftetcn Kur- 
ven; so ist bei der gerade genommenen Abscisse ac jetzt -^- = 0, 

^^ = 0, u. s. w. Gleichung X. reducirt sich also auf . 

XVI) dU=^.[2p. _£i±^±*! ) . (,+3,,) .^jg" 

y ; .•>;:.;.:•,.• *; ff? 1 

Man hat also jetzt die einzige Gleichung 

XVII) 2^(1 +p>) -f- + + - + . (H _ 3 7=0. 
Diese Gleichung wird einfacher, wenn man z anstatt 



*~ n 



> • ... i « . • ) 



* \ * * i* • 

setzt; denn dabei geht sie über in 
oder in . < i: 



x :.. •••.«'» M • .- v 



■ 

oder in 

t •+■ * • (77 + rz~^) — u - 

Daraus folgt ' ' • 

log nat x + T (log not p -f- log nat (1 +/»'))=: log nat C, 
►der • • 

* • 

log nat s + y «log nat /> .(1 +/>*) = log nat T, 



der 



1 . 
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log nat *-f-log not Vp . (1-4-/»*) = log nat C, 

oder 

. (1 +p*) = C. • 
Führt man hier für s seinen Ausdruck zurück, so bekommt man 

, xvni) ( * - " l ± a * + • ' : ; ; : = «O l/fr . (i = c. 

Aus dieser Gleichung folgt 

a x -f-g 3 -f. :-f-gn _ C 

und wenn man jetzt auf beiden Seiten differentiirt , so bekommt 
man 

<£r = — — 0 -4-3. 
Multiplicirt man beiderseits mit/? = ^|, so ergibt sich 

Integrirt man, so ergibt sich 

Die jetzige Kurve ist also durch zwei Gleichungen gegeben (XV III. 
und XIX.). 



Aufgabe 89. 

(Zu Obm's Lehre des Grösstcn und Kleinsten. Seite 234. §. 57. u. s. w.). 



(Der erste Fall dieser Aufgabe ist schon von M. Ohm z. B. in dessen 
System. Siebenter Band. Zweiter Anhang. Seite 58 behandelt. Der 
zweite, dritte und vierte Fall sind von mir hinzugefügt). 

Man sucht eine auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem be- 
zogene ebene Kurve. Man zieht in ihrem zu einer nach Belieben 
genommenen Abscisse ac gehörigen Punkte eine Berührende, und 
errichtet in zwei festen Punkten der Abscissenaxe Perpendikel. In 
diesen beiden Perpendikeln liegen aber die zu besagten zwei festen 
Punkten gehörigen Ordinaten sowohl der Kurve selbst als auch 
der Berührenden. Wenn man nun beidemal die zwischen der Or- 
dinate der Kurve selbst und zwischen der Ordinate der Berühren- 
den stattfindende Differenz nimmt: welche Kurve ist es, die in dem 
zu der gerade genommenen Abscisse x gehörigen Punkte die 
Eigenschaft bat, dass das Produkt beider Differenzen grösser 
oder kleiner wird, als bei den zu der nemlichen Abscisse sc gehö- 
rigen Punkten aller andern auf dasselbe rechtwinkelige Coordina- 
tensystem bezogenen und der gesuchten Kurve in jedem Punkte 
nächstanliegeoden JVachbr kurven der Fall sein kann? 
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ebeuso ist y K die zur Abscisse a gehörige Ordinate der Kurve; die 
den Abscissen a und « entsprechenden Ordinaten der in S berüh- 
renden Geraden sind bezüglich 



und 



Es ist also 



und 



TK=y + (a-a:).% 



HP= [y + { a-*).^-y a ) t 



TQ = y + {a — x).^ — y (( . 



Setzt man nun zur Abkürzung noch p anstatt so ist 

f == fy + (« — ^) — y a \ . [y-h(a — a?) ./> — y«]. 
Daraus folgt: 

I) ÖU=z[ly-^(a-t- n — .p-y a — y tt ].Sy 

H- [(* + « — 2a:) • y -h 2(« — &) . (a — .r) . p 

— (a — x) .y a — (a — . y a ] 

— ly-t- (a — a«) — y a ] . Sy a — fyH-(flr— a;) — y a ] . fy a 

ond 

II) J*£7=[fy + (a-|-a — 2.r) . ;j — y a — y a ] . <J»y 
+ [(« + «- 2.r) . y + 2 . («r — ^r) . (« — jr) 

— (« — a?) . y a — (« — jc) . . 

— [y+(« — a:) ./>— y„] . S*y a — [y -|_ ( a _ x ) , p - y a \ . J»y a 



H-2. <y +2(« + «_2^) .ty.^ 



— 2(« — ar).^.<fy a 

-f- 2 . 6y a . ö*y a . 

Erster Fall. Soll die gesuchte Kurve atfe allen möglichen 
einander in jedem Punkte nächstanliegeüden herausgewählt wer- 
Tbeil in. 12 
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den, so sind 6y, dy«, tya dem Wctthe nach ganz unabhängig 
von einander; und es mUss Gleichung I. in folgende vier zerfallen: 

1) 2y-r- («-f-a--2d?) ./>~y a -*y tt = 0 
2) („-4_« — 2a?) . yH- 2 . (« — ic) . (« — *) . /» — (* — a:) . y« 

3) y+(«-^)./'-y« = 0 

4) y -\- (a — x) . p — y fl = Q. 

Addirt man 3) und 4), so bekommt man Gleichung 1). Multiplizirt 
mau 3) mit a — oc> und 4) mit a — sc, und addirt beide Produkte, 
so ergibt sich Gleichung 2). Kliminirt man p aus den beiden 
letzten Gleichungen, so folgt; 

} J a — a a — a 

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, die insoferne die Auf- 
gabe löst, als sie zugleich ihre eigne Berührende ist. Da nun da- 
durch den Gleichungen 1), 2), 3), 4) geuügt wird, so kann sie die 
Aufgabe lösen, Uebrigcns sind y a und y a noch ganz unbestimmt, 
und somit kann man die gefundene Gerade noch zwingen , irgend 
zwei Bedingungen zu genügen, z. B. durch zwei gegebene Punkte 
zu gehen. Siud nun (», m) und (X:, //) diese Punkte, so geht für 
diese Punkte die Gleichung 5) bezüglich über in 

' a — n 



„ — a ' a — a ' 



wodurch sich y a und y a vollkommen bestimmen lassen. In Folge 
der Gleichungen 3) und 4) erkennt man, dass TQ=Q nod 
/l/ > =0; es ist also auch #' = 0. Gleichung ll.reducirt sich 
jetzt auf 

<J»#=2 . öy ~r- 2 <« -f- " — &r) . Sy . g 
— 2 . {u—sc) . . Sy a — 2 . dy . dy a 

— 2 . (« — . ~T . dy tt — 2 . öf/a . Stfr.. 

Dieser Ausdruck kann aber nicht beständig; einerlei Zeichen behal- 
ten, namentlich weil die beiden Elemente oy a a und dy a * dabei feh- 
len. »Es findet also jetzt weder ein primäres Grösstes noch 
Kleinstes statt. 

Zweiter Fall. Soll man die gesuchte Kurve nur aus allen 
denen in jedem Punkte einander nächstanliegenden herauswählen, 
bei welchen die Summe der zu den Abscissen a und a gehörigen 
Ordinaten denselben (gegebenen oder nicht gegebenen) konstanten 
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Werth B behält; so hat man für die gesuchte Kurve folgende 
Gleichung: 

und für alle hier in Betracht zu ziehenden und der gesuchten 
Kurve in jedem Punkte nächstanliegenden Kurven bat man die 
Gleichung 

(y a -i-A . <fy«-r- j-~2 * ) 

k % 

«. • / . * 

Da aber letztere Gleichung für ein im Momente des Verschwindens 
befindliches Xr gelten soll; so muss einzeln stattfinden 6t/ a -{Sy ((== i) j 
^y«-r-^y« = 0, u. s. w. Wenn man nun dy rt , tf 8 y ' u. s. w. als 
abhängig betrachtet, so ist 6y a = — äy„ , d 2 y a = — J 2 y 0 , u . s. w. 
Eliminirt man 6y a aus Gleichung 1), so bekommt man 

3 U = [2y (« -f- a — 2a:) . p — y a — y«] . Sy 

-f- [(« -f- a — 2.r) . y 2(«r — or) . (a — *?) ./> — (« — . y a 

— [(a — «)./* — y« -+- y a ] . 6y a . 
Daraus ergeben sich die drei Gleichungen 

8) 2y + («H-a-2*)./>-y a — y„ = 0 
9) (a a — 2ar) . y -f- 2(« — &) . (« — ;r) . p — (« — je) . y„ 

— — y f , = 0 
10) (« — «) — y a -r-y a = 0. 
Eliminirt man p aus 8) und 10), so ergibt sich 

Diese Gleichung gehört einer geraden Linie an, und ge- 
nügt den drei Gleichungen 8), 9), 10), kann also die Aufgabe 
lösen. Da aber y a und y* noch ganz anbestimmt sind, so kann 
man der Aufgabe selbst, damit sie eine bestimmte Auflösung habe, 
noch zwei Bedingungen zufügen, z. B. dass die gesuchte Linie 
durch zwei gegebene Punkte gehe, oder dass sie durch einen 
Punkt gehe und zugleich die Summe y a -f-y a = B einen bestimmt 
gegebeneu Werth habe, u. s. w. Ferner geht Gleichung II. über in 

<*»tf=2.V +2. (*-+-«- 2x). dy.^ 

+ 2. («-*).(«-*). ( ^)' 



~2(«~«).^.cry fl -2.Jy a ». 



Dieser Ausdruck kann aber nicht beständig einerlei Zeichen haben, 
weil dg* und tfy«* entgegengesetze Vorzeichen haben. 

12» 
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l 

Es findet also weder eio primäres Grösstes noch Kleinstes 

statt. 

Dritter Fall. Soll die gesuchte Kurve nur aus denen in 
jedem Punkte einander nächstanliegenden herausgewählt werden, 
bei welchen allen die Ordinalen y a und y K denselben (gegebenen 
oder nicht gegebenen) Werth haben und welche alle den zu der 
gerade genommenen Abscisse ac gehörigen Berührungspunkt mit 
einander gemeinschaftlich haben; so findet einzeln statt 6y z= 0, 
Sy a = 0, Sy a = 0, ö*y = 0, S 2 y a = 0, 6*y a = 0, n. s. w. 

Mancher Anfanger möchte behaupten: wenn einzeln stattfindet <ty = 0, 
fyzszQ, u. s. vv., in welchen Ausdrücken der Werth des x noch ganz un- 
bestimmt ist: so muss auch bei den bestimmten Werthen^r=ra und x — o 
einzeln stattlinden (fy a = 0, <fy a = 0, cf^assrO, J^y a = 0y u. s. w., so dass 
durch die Gleichungen <fy a = 0, cJy« = 0, J*y a ~0 <Py^ = 0 u. s. w. die 
Zahl der zu vergleichenden Kurven nicht mehr enger eingeschränkt wird, 
als es schon durch die Gleichungen dy = 0, tr*y = 0, u. s. w. geschehen 
ist. Dieses wäre ganz richtig, wenn die Ausdrücke &y t cf'y, u. s. w. iden- 
tische Funktionen wären; allein sie müssen alle beliebigen nur keine iden- 
tischen Funktionen vorstellen; und wenn gleich der Werth des x unbe- 
stimmt ist, so ist er doch bei allen zu vergleichenden Funktionen der nein- 
liche unveränderliche Werth, und für einen solchen nach Belieben angenom- 
menen aber festzuhaltenden Werth des x und für keinen andern müssen 
auch die allgemeinen Gleichungen dy = O t d*ym*O f u. s. w.' stattfinden. 

Unter diesen Umständen reducirt sich nun Gleichung I. auf 
SU= [(a -f- a — 2&) . y -f- 2 . [a — x) (a — &) . p — (a — &) . y a 

dJt/ 

— (a — x).y a \ 

Damit nun 617=0 werden kann, muss sein 

12) («-f-a — 2.r) . y-f-2 . (« — &) . (a — a:) .p — (a — &) . y ß 

— (a — . y« = 0. 

Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit dem nach be- 
kannter Methode leicht aufzufindenden Faktor rr? ~ rr: 

2[{a — x) (o — x)\i 

multipücirt; dadurch bekommt man 

2 . {a — x) (ct — x).dy — (2x — a — a) .y . dx 
2[(« 

[(a — x) ,y ff -+-(<* — x) .y n \ . dx 

2l(a — x).(a — x)\i — U * 

Daraus folgt durch Integration 



y 



.yet — ja—x) ,y a ^ 



V(a — x) (cc — x) {a — a)V(a — x) (a — x) 
oder 

13) ( g ~ g )-y -y« — < a — g)»y « c 

(a — a) . V{a — x) . (a -^~xj 

Sind die Wen he von y« und y a nicht gegeben, so kann man diese 
Kurve noch drei Bedingungen unterwerfen, weil ausser y a und y a 
auch noch C zu bestimmen ist; sind aber die Werthe von y„ und 
y u gegeben, so kaou man diese Kurve nur einer einzigen " 
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guog unterwerfen. «Soll sie z. B. durch, deo festen Punkt m) 
g^elien, so ist 

p (ff — ö) . m - +-(a — rt) . y a — (a~ n) . y a 

(« — «). V{ a —n) . (a — n) 
Gleichung 13) geht also jetzt über in 

14) (« — «)♦ V -+- (» — * f/n — (« — >r) . y a _ 1 / (« — -r) . (« — .r) 
' (a — a).m-t-(a-T-n).y a ~(a — n).y a V (a — n) . (et — rt) ' 

Unter dieseu Umständen reducirt sich Gleichung 11. jetzt auf 

* r =*.(*-*)>.-*). (gl», 

so dass ein primäres Grösstes stattfinder, wenn a: ^> a und jc<Üu.\ 
dagegen findet ein Kleinstes statt, wenn entweder ac^-a und 
s^a, oder weun ar<Za und xr<^a. Ferner ist jetzt 



2.1/(ö — ar). (« — 



oder 



« 9 9% (a-a)M{a-x) .(ff-x) 



2 



oder 



Unter den hier zu bemerkenden Specialitäten ist besonders die hervor- 
zuheben, wo €7=0. Dabei geht Gleichung 13) über in 

(a — ä) . y -f- (a — x) . y a — (a — x) . y« = 0, 

und daraus folgt 

ff — « ff — « 

Diese Gleichung ist aber eine Specialität von Nr. 13, und somit kein sin- 
guläres Integral; übrigens stimmt sie mit Nr. 5. und 11. überein. 

Vierter Fall. Sollen nur diejenigen in jedem Punkte einan- 
der nächstanliegenden Kurven in Betracht kommen, bei welchen 
die Ordinären y a und y„ ihren Werth nicht andern, und bei welchen 
allen die zu der gerade gewählten Abscisse OG=z& gehörigen 
Berührenden mit einander parallel laufen; so muss einzeln stattfinden 

<V.=0, tfc«=0, ^ = 0, *»y.=0, cr*y«=U, ^=0, u. s. w. 

Gleichung I. reducirt sich also jetzt auf 

SU= [2y-f- (a + « — 2.r) . ^ — y« — y ft ] . b*y. 
Damit nun df/=i) werde, so muss sein 

15) 2y-f-(a + «-^).^ — y a -y„ = 0. 

Der jetzt integrirende Faktor ist ^ — g _ c ^ a , und somit hat man 
letztere Gleichung in folgende umzuformen: 



v 



Digitized by Google 



182 

(2a: — « — 



Daruus ergibt sich durch Integration 

y i y«-f-y« , r o 

oder 

16) y = 2E . a: ^ . [y„ -f- y« — 2J2 . (« -f. «)J. 

Erste us. Sind die Wertlie von y„ und y a gegeben, d. h. 
soll die gesuchte Grade durch die zwei' festen Punkte («, y a ) und 
(*> y«) gehen; so geht Gleichung 16) bezüglich über in 

1 7) y a =ti 2i? . 0 4- ^ [y„ -|- y ff - 2tf . (* -f~ «)1 

und 

IS) y a ==2E. «+» . [y a + y (l — IE . («-h«)! 

und aus jeder dieser beiden Gleichungen folgt E = so 
dass jetzt Gleichung 16) übergeht in 

Zweitens. Lässt man aber die gesuchte Gerade durch die 
zwei festen Punkte (n, m) und (Xr, /i) gehen, wobei also die Werthe 
von y a und y a nicht gegeben sind; so geht Gleichuug 16) bezüg- 
lich über in 

20) m = 2E.»-{-lly a + y a -2E. («-+-«)] 

und 

21) h = %E.k + \.\y a + y a - (« + «)]. 

Daraus folgt und y ,^ = 2 J^^ . (öH _ a) 

und Gleichung 16) geht über in 

oo\ — h nh — mk 

aus welcher Gleichung sich geradezu die Werthe von ;/„ und y u 
ergeben, wenu mau bezüglich a oder tt an die Stelle des a: ein- 
setzt. 

Uebrigens ist unter allen Umständen <J a & T =2. Jy* ; und somit 
findet unter allen Ilmständen ein primäres Kleinstes statt; 



' ^ a-a ' 




Aufgabe M. 

i i 

(Zu Ohm*« Lehre des Grossten und Kleinsten. Seite 234. §. 57. u. s. w.). 

Man sucht eine auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem be- 
zogene ebene Kurve. Man zieht in ihrem zu einer nach Belieben 
gewählten Abscisse & gehörigen Punkte eine Berührende. Von 
rwei zu den festen Abscissen a und a gehörigen Punkten der ge- 
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suchten Kurve fällt man Perpendikel auf diese Berührende. 
Welche Kurve hat aher in dem zu der gerade genommenen Abscisse 
a: gehörigen Punkte die Eigenschaft, dass das Produkt beider Per- 
pendikel grösser oder kleiner wird, als bei den zu der neinlichen 
Abscisse ac gehörigen Punkten aller andern auf dasselbe recht- 
winkelige Coordinatensystem bezogenen und der gesuchten Kurve 
in jedem Punkte nächstauliegendeu Kachbarkurven der Fall seiq 
kann? 

Die Gleichung irgend einer geraden Linie sei 

. • ... » . * 

so ist bekanntlich die senkrechte Entfernung eines Punktes (a, ff) 
von dieser Linie gegeben durch 

Die nach Beliehen gewählte Abscisse (Tal. III. Fig. 10.) sei OQ=za: 
und die zugehörige Berührende sei SV; so ist deren Gleichung 
bekanntlich 



oder 



— y = (x' — x) .p, 



III) p . x* — y' -+- y — p . x = 0. 



Die erste feste Abscisse sei OP=za; so ist Ps = y„; und die 
Länge des voii s auf SV gefällten Perpendikels ergibt sich nach 
Formel ll M d h. es ist 

* 

tti\ .c a .y — ya^ y — yx ja — x) ,p — y„ + y 

" ),S = vTf^ vPTTp • 

Die zweite feste Abscisse sei 0/1 = a 9 so ist Rv=.y a \ und für 
die Länge des Perpendikels vV ergibt sich auf ähnliche Weise 



Das im Ausdrucke IV. und V. vorkommende Radikal hat entweder 
jedesmal seine positive oder jedesmal seine negative Bedeutung, 
und das hier in Rede stehende Produkt ist 

vii wr \{a-x).v—y a -{-y\. [(« — x) . p — y a -f-y| 

Uuter den verschiedenen Fällen welche hier aufgestellt werden 
können, soll folgender besonders hervorgehoben werden: 

Man soll die gesuchte Kurve nur aus denen in jedem Punkte 
einander nächstanliegenden herauswählen , bei welchen allen die 
Ordinaten y a und y a denselben (gegebenen oder nicht gegebenen) 
Werth haben, und welche alle den zu der gerade genommenen 
Abscisse x gehörigen Berührungspunkt mit einander gemein haben. 
Hier ist cTy = 0, Jy« = 0, Jy« = 0, d*y = 0, d-y a = 0, ö* 3 y« = 0, 
u. s. w. (die nöthige Erklärung steht gleich im Anfange des drit- 
ten Falles der 89sten Aufgabe). Durch Variiren bekommt man 
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I 

■ 

VII) dl/= {l ^ pt)9 .\[2.(a-a:) (« — . p -+- («+.«-2ar) . y 

— *).y,— (« — -*).y«] • (H-p*) 

— ty . [(* — *0 y«-r-y] . [(« — «) V"-y«-Hyl! • 

Daraus folgt die Gleichung 

VIII) [2 . (« — a:) . (a— >)./>•+-(« -t-« — 2ar) .y — (* — ar) . y« 

-(«-*).*] ..(1+1»*) 
— 2/>. [(a — ar).^ — y«-f-y] . l(« — — y« -f- y] = 0. 

Um diese Gleichung zu iutegriren, muttiplicire man sie vorerst 



mit 



dp 



und es ist 



fr 
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II 

o 

)a dy-=.p . dx ist, so verschwindet folgender Ausdruck 
ßy-f- (« -f- « — 2.r) . /> — y„ — y a \ . (I + 2 ) . r/y 

— Pty-*- (« « — &r) • — y« — y«l . (1 . /> . *te 

.edenfalls, und man kann ihn zum Zähler des letzten Bruches 
addiren, ohne, dass er sich ändert. Es ist also auch vollkommen 
~?nau 
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I 



+ 



Diese Gleichung lässt sich geradezu iutegriren, und man be- 
kommt 



IY . [(q — .r) . p — ya -+-,?] . [(« — x) . y? — y a -+■ y] 4 



j 4 _ 

(Kl L I 



X) [(«-or) . p-y a +y\ . ^) .p—y«+y\=A . (1 
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Setzt man nun A . (1 -*-/'*) statt des gleichbedeutenden Ausdrucks 
in Gleichung \ III. ein, so bekommt man 

[2(a — .r) (a — a:) . p + (a-\- a — Ix) . y ~ (a — x) . y a 

-(«--*). y«J.(l-H? 1 ) 

-1A.p. (H-^) = 0 

oder 

2[(a — a?) (a — .r) — ^] . />-+- « — 2^r) . y — (a — .*) . y a 

— (cc — .r) . y« = 0. 

Diese Gleichung wird integrabel durch den Multiplicator 

2[( g - x) {a-x) — A]k ' Dadurch ff eht letztere Gleichung zunächst 
über in 

2\{a — x) (a — x) — A] . </y — (fcr — « — a) . y . dx 
2[(« — x) {(t — x) — A\i 

[(a — x).ya-t- ja—x) » y a ] . dx ft 

2[(a — x) . (« — x) — — U ' 

Diese Gleichung lässt sich geradezu integriren und es ergibt sich 



V{a — x) (a — x)-^Ä 

(ct — a). [(a — x) .ya — (a — x).y a ] — 2J.{y<i-i-y(t) _ ß 
[\A -h (« - a)*\ . \S{a-x) (a-x)-A 

oder 

XI) \\A-\-(a — a) % \ .y-\-( a — a) . [(« — ar) . y a — (« — ;r) . y a ) 

= [4^f -4- (a — *)» J . ^. V^(a — or) (et — .r) — yf. 

Dieses soll die Integralgleichung zu Gleichung VIII. sein. Da aber 
Gleichung VIII. nur eine Differentialgleichung der ersten Ordnung 
ist, bo ist in Gleichung XI. eine Konstante zu viel eingegangen. 
Man stelle also aus Gleichung XI. für // und für // die Ausdrücke 
ber t substituire sie in VIII., und bestimme dann 7 durch //, oder 
B durch A\ jenachdem das eine oder das andere am bequemsten 
ist. (In dieser Hinsicht vergleiche man Aufgabe 67) oder 68) oder 
71) erste Auflösung erster Fall). 

Sind die Wertbe von y a und y a nicht gegeben, so kann man 
die hier gefundene Kurve noch drei Bedingungen unterwerfen, weil 
ausser y a und y u auch noch eine der Konstanten / oder // zu 
bestimmen ist. 

Sind aber die Wertbe von y a und y a gegeben, so kann man 
die hier gefundene Kurve nur einer einzigen Bedingung unter- 
werfen. 

(Man vergleiche den dritten Fall der 89sten Aufgabe). 
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Aufgabe 91., 

(Zu Übiu's Lehre des Grössten und Kleinsten. Seite 234. §. 57. u. s. w.). 

Man sucht eine auf ein rechtwinkeliges C'oordinatensystem be- 
zogene ebene Kurve. Man legt in die zu zwei festen Ausrissen 
gehörigen Punkte die Krüinmungski eise, und zieht durch deren 
Mittelpunkte zwei mit einander parallele Graden. Man legt aber 
aueb in den zu irgend einer nach Belieben gewählten Abscisse x 
gehörigen Punkt der gesuchten Kurve den Krümmungskreis, und 
fällt von dessen Mittelpunkte Perpendikel auf die beiden obgenanu- 
ten parallelen Graden. Beide Perpendikel fallen aber ganz in ein- 
ander, und unterscheiden sich nur durch ihre Grösse. Wenn nun 
der zu der gerade genommenen Abscisse sc gehörige Punkt der 
gesuchten Kurve die Eigenschaft hat, dass das Produkt der bei- 
den in Rede stehendeu Perpendikel grösser oder kleiner ist, als 
bei den zu de* nemlichen Abscisse. ,v gehörigen Punkten aller an- 
dern auf dasselbe rechtwinkelige Coordinatensystem bezogeuen und 
der gesuchten Kurve in jedem Punkte nächstliegenden Nachbar- 
kurven der Fall sein kann: welche Kurve wird gesucht? 

Es schadet der Allgemeinheit der Aufgabe durchaus nicht, 
wenn man (Taf. III. Fig. 1*2.) die Coordinnten der gesuchten Kurve 
so annimmt, dass die Abscissenaxe parallel wird mit den (durch 
die zu den festen Abscissen gehörigen Kriiramungsmittelpunkte ge- 
zogenen) zwei parallelen Graden. Der zur ersten festen Abscisse 
gehörige Krümnuingsmittelpunkt sei Ä, und der zur zweiten festen 
Abscisse gehörige Krümmungstnittelpunkt sei G. Die in der Auf- 
gabe besagten parallelen Graden sind also KF und BC. Man 
gebe nun der Abscis>enaxe die Lage OX parallel mit HC, und 
der Drdinatenaxe die Lage OY senkrecht auf OX. Der ersten 
festen Abscisse entspreche der Punkt und der zweiten festen 
Abscisse entspreche der Punkt /?. Die nach Willkür genommene 
Abscisse sei OQ und der dazu gehörige Krümmungsmittelpunkt sei 
//. Die in der Aufgabe besagten zwei in eine einzige Grade fal- 
lenden Perpeudikel sind also /// und IIL\ und das. in Rede 
stehende Produkt ist 

1) U= HL . HI 

oder 

II) (J={WK—MJi) .{MG— MII). 

* 1 _i_ «* 

Setzt man OU = x und #T=y, so ist ßfff= y-f- — j setzt 

man OP=za, so ist WK=.it u ~\- — • und setzt man 0/l=a. 

* 'ja 1 

so ist AG = y fC H — Gleichung II. geht ulso über in 
Yariirt man nun, so ergibt sich 
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Soll nun die gesuchte Kurve aus allen möglichen in jedem Punkte 
eiuander unmittelbar anliegenden herausgewählt werden, so müssen 
folgende drei Gleichungen 



V) (y 

VI) (y 



i 



9 

1 



rm o . 2.(1-4- ;^) , , *-hp\ _ n 
VI!) 2yH (y -\ y-)a — (yH — )« = 0 
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gleichzeitig neben einander bestehen; dieses ist aber nur möglich 
wenn 

V..I) ( y +i±£l). = ( y +!±^ 

stattfindet. Man setze zur Abkürzung g anstatt (yH — ~- J --)a und 

anstatt (yH ~ — )«, und jede der drei obigen Gleichungen gebt 

über in 



Daraus folgt 



= 0; 



l-hf* y—g 



und wenn man auf beiden Seiten mit /> = ~ multipliciri , so be- 



kommt man 

p . dp . rfy 



= 0 



daraus folgt 

und daraus folgt weiter 

Integrirt man abermals, so ergibt sich 

j?-\-k — — — (y — g)\ 

oder 

X) (y-gY + (x + ky = h\ 

so dass der Kreis die gesuchte Kurve ist, welcher insofern 
die Aufgabe löst, als er in jedem seiner Punkte auch sein eigener 
Krümmungskreis ist. Bei Bestimmung der Konstanten muss aber 
Gleichung \ III. mitbenutzt werden. Allein Gleichung > III. geht 
über in «f = g', woraus nichts gefolgert werden kann; und sonach 
erkennt man, dass die gesuchte Kurve noch drei verschiedenen 
Nebenbedingungen unterworfen werden kann. 

Da die hier gesuchte Kurve ein Kreis ist, so fallen alle Krüm- 
mungsmittelpunkte der gesuchten Kurve in einen einzigen Punkt 
zusammen. Es fallen also die drei Punkte A, // und 0 in einen 
einzigen Punkt, und die zwei Linien BC und EF in eine einzige 
Linie zusammen. Es ist also l/' = 0 unabhängig von den zwei 
festen YVerthen a und er, und unabhängig von dem willkürlichen 
Werthc des x. 

Das Prüfungsmittel ist noch herzustellen. 
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Nachdem ich schon so manche Aufgabe durchgeführt 
hahe, lege ich noch folgeude den Lesern des Archivs 

iur Uebung vor. 

.... 

Aufgabe 92. 

Man sucht eine auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem be- 
zogene ebene Kurve. Sie wird in den zu den festen Abseissen a 
und a gehörigen Punkten, so wie auch in dem zu einer nach Be- 
lieben genommenen Abscisse x gehörigen Punkte berührt. Diese 
drei berührenden Graden schliessen ein Dreieck ein. Wenn nun 
der zu der gerade genommenen Abscisse x gehörige Punkt der ge- 
suchten Kurve die Eigenschaft hat, dass besagtes Dreieck einen 
grössern oder kleinern Flächeninhalt hat als bei den zu der nem- 
lichen Abscisse x gehörigen Punkten aller andern auf dasselbe 
rechtwinkelige Coordinatensystem bezogenen und der gesuchten 
Kurve in jedem Punkte nächstanliegenden Nachbarkurven der Fall 
sein kann: welche Kurve wird gesucht? 

Die gesuchte Kuve (Taf. III. Fig. 11.) sei MVS\ die festen 
Abscissen a und « seien OP und OQ, und die nach Belieben ge- 
wählte Abscisse x sei OH. Die drei in Rede stehenden Berüh- 
renden sind also V7\ AT und Kit. Das auf vorgeschriebene 
Weise begränzte Dreieck ist MIT. Dessen Inhalt ist 

U= Trapez GKTL Trapez TLFff— Trapez GKHF 

oder 

D= £ . TL) .(OL- OG) -+-\(TL+HF) . ( OF- OL) 

— {.(GK+/IF).(OF—OG) 

oder 

I) U=l . [GK . {OL— OF)+ TL .{OF- OG) 

HF .(OG- OL)]. 



Ist nun 011 = x und ÄF=y, so ist die Gleichung der in V be- 
rührenden Geraden bekanntlich 



in j ' dy 

U) y' = -^.x'^y — ^.x. 

Ist OP=a und /W=y„, so ist die Gleichung der in M 
renden Graden 

iii)y=(^.^" + y.-(^)..«. - 

Ist ferner OQ = a und QN=y a , so ist die Gleichung der in & 
berührenden Graden 
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* • • 

Da, wo die Berührenden KH und MT einander schneiden, ist 
a?'z=zx" und ^ = 1/'; und aus Gleichung II. und III. folgt 

V) OG = x> = x" = X - p - a - > "'- V + V °, 

p — pa 

Da wo die Berührenden >\ 7 und KH einander schneiden, ist 
a^=a;"' und y' = y"', und aus den Gleichungen II. und IV. folgt 



a • 



VII) OF=S<=*~= x. P -^p a -,j + y« 

VIII) FH=y- = y" = {x - a) = p '■ p ~ yi "' . 

Da, wo die Berührenden Ü/T und JVT einander schneiden ist 
^p"=^ , ' , und y=y"'; und aus den Gleichungen III. und IV. folgt 



1 



IX) OL = x=zx»> = a - p °- a - p "~ ya+yn 

x) xr„/ ir — ( * — g) * Va ' Va y " * y> * """ y * ' Prt . 

} y v p a —p a 

Diese für OG, OF, OL, OK, LT nod FH gefundenen Ausdrücke 
bat man jetzt in Gleichung I. einzuführen und dann weiter zu ver- 
fahren, wie bekannt. • 

**■ 

Aufgabe 93. 

Man sucht eine auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem be- 
zogene ebene Kurve. Sie wird in den zu den festen Abscissen a 
und a gehörigen Punkten berührt. Von dem zu einer nach Will- 
kür genommenen Abscisse x gehörigen Punkte besagter Kurve fällt 
man Perpendikel auf die beiden Berührenden. Die beiden Perpen- 
dikel und die beiden Berührenden schliessen ein Viereck ein, durch 
dessen vier Punkte, weil die zwei entgegengesetzten Winkel jedes- 
mal zusammen zwei Rechte betragen, man einen Kreis legen kann. 
Wenn nun der zu der gerade nach Willkür genommenen Abscisse 
ac gehörige Punkt die Eigenschaft hat, dass besagtes Viereck einen 
grössern oder kleinern Flächeninhalt hat, als bei den zur nemlichen 
Abscisse x gehörigen Punkten aller andern auf dasselbe recht- 
winkelige Coordinatensystem bezogenen und der gesuchten Kurve 
in jedem Punkte näcbstanliegenden Nachbarkurven der Fall sein 
kann: weiche Kurve wird gesucht? 

Die gesuchte Kurve (Taf. III. Fig. 13) sei MVN, die festen 
Abscissen a und a seien OP und OQ, und die nach Willkür ge- 
wählte Abscisse oc sei OH. Die zwei in Rede stehenden Berüh- 
renden sind MT und JVT; der zur Abscisse a: gehörige Punkt der 
. Kurve ist V\ die zwei in Rede stehenden Perpendikel sind also 
FW und VSi das auf vorgeschriebene Weise erzeugte Viereck ist 
also VWT8. Dessen Inhalt ist 
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U= Trapez WKLT-\- Trapez L TSH— Trapez VWKR 

— Trapez VSffR 

uder 

«7=| . ( WK-\-TL) . (0Z— 0K) + ± . (TL+Sff) . (OH- OL) 
- i{ WK+ VR) .(OR-OK)- K VJR+ SU) . ( OJf—OR) 



oJer 



I) U=\[(WK-SH).(OL—OR) + (VR — TL) (OK-Off)]. 

Ist OP=a und PM=.y a ^ so ist die Gleichung der in berüh- 
renden Graden 

")^= (^)« • ^+ - (^)« . 

Da nun OR = a? und RV=y, so ist die Gleichung der durch 
den Punkt F gehenden und auf MT senkrechten Geraden VW 
folgende: 

Ist OQ = a und #A=y a , so ist die Gleichung der in A r beruh- 
readen Geraden AT 

,V ) r = &)<> • + fta - (&» • «, . 

und die Gleichung der durch V gehenden und auf NT senkrechten 
Graden VS ist folgende: 

Da wo die Linien MT und VW einander schneiden ist a? = a; v 
und y' = y"; und aus den Gleichungen II. und III. folgt 

VI) OK= x> = a;"= «-P«'+g-!-fr-y«>-J*g 

vii) rr = f/ g= _ — y* y . 

Da wo die Linien AT 1 und FS einander schneiden ist a;'" = a: ,f ' 
und y"' = y'" ; und aus den Gleichungen IV. und V. folgt 

viii) oh= = *r — <ue£±£± fr - *«> • p« 

IX) t/ ,; = v ; "= ( ^ — ff ) • y« -i- y • 

Da wo die Berührenden MT und NT einander schneiden ist 
x'^jc"' und y'z=y"'i und aus der Gleichung fr. und IV. folgt 

X) OL = ^ — x'"— a ' r "~ (t ' Va ~ ya ~^ ya 

1 Pa—Va 
Theil III. 13 
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XI) ZT— y — y — — 

Da wo die Linien VW und einander schneiden, ist sfzsdf* 
und f/' = y ,,/ ^ und aus Gleichung III. und V folgt 

XII) OR = x" = a:""=a; 

XIII) RV=y" = y"" = y. 

Diese für 0Ä", 0Ä, />//, A'W. /t P, LT und //£ gefunde- 

nen Ausdrücke hat man jetzt in Gleichung I. einzuführen und dann 
weiter zu verfahren, wie bekannt ist. 



Aufgabe 95. 

Man sucht eine auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem be- 
zogene ebene Kurve, und legt in die zu den festen Abscissen a 
und a gehörigen Punkte die Krümmungskreise. Man legt aber 
auch in den zu der nach Belieben gewählten Abseisse .r gehörigen 
Punkt den Krümmungskreis. Man verbindet die zu den Abscissen 
a und a gehörigen Krümmungsmittelpunkte mit dem zu der Abscisse 
.r gehörigen Krümmungsmittelpunkte. Wenn nun der zu der ge- 
rade genommenen Abscisse a: gehörige Punkt der gesuchten Kurve 
die Eigenschaft hat, dass die Summe der Quadrate beider Verbin- 
dungslinien grösser oder kleiner wird, als bei den zur nemlicben 
Abscisse ac gehörigen Punkten aller andern auf dasselbe recht- 
winkelige Coordinatensystem bezogenen und der gesuchten Kurve 
in jedem Punkte nächstanliegenden Nachbarkurven der Fall sein 
kann: welche Kurve wird gesucht? 

Es seien (Taf. III. Fig. 14.) die festen Abscissen OP=a und 
OJR=a; und die nach Willkür genommene Abscisse sei Ofi=zx. 
Der zu OP=a gehörige Krümmungsmittelpunkt ist J5T, der zu 
OR=zu gehörige Krümmungsmittelpunkt ist G y und der ZU 
OQ = & gehörige Krümmungsmittelpunkt ist H. Die beiden 1er- 
bindungslinien sind KH und GH. Die Aufgabe verlangt also: 
es soll 



I) U=KH-*-GH 

ein primäres Grösstes oder Kleinstes werden. Statt I. kann man 
auch setzen 

II) Uz=\{HM—KW)* + (OM-OW)*\ 

-hl(HM—GA)*-i-(OA—OMy\ 

oder 



.2 



III) V= O fV+ 2 . UM + OA + K W-\- 2 . GM 
— 2 . OM.(0 W~\- OA) — 2 . HM. (KW-\- GA). 

Hier ist OM — a: — ( 1±J^L'J1 unU MH=zy ^_\±.Vl. fcruer 
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gff'=a- ( ' H ~?"' ) ^, und WA=zf Ja + ^S2l, UIul ebeBS0 

ist 0A-=«- {1 und XG = y a + l -±2£. 

ftt 9a 

Diese Ausdrücke bat man in III. einzusetzen, und dann zu ver- 
fahren, wie gewöhnlich. 

; - 

Aufgabe 96. 

Man sucht eine auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem bezogene 
ebene Kurve. Man legt in die zu den festen Abscissen a und a 
gehörigen Punkte die Krümmungskreise. Man legt aber auch in 
den zu der nach Willkür gewählten Ahscisse x gehörigen Punkt 
den Krümmungskreis. Man verbindet die drei Krümmungsmittel- 
punkte mit eimmder. Dadurch entsteht ein Dreieck. Wenn nun 
der zu der gerade genommenen Ahscisse .r gehörige Punkt dir 
Eigenschaft bat, dass des besagten Dreiecks Inhalt grösser 
oder kleiner ist als bei den zur nämlichen Ahscisse a: gehöri- 
gen Punkten aller andern der gesuchten Kurve in jedem Punkte 
nächstanliegenden Machbarkurven der Fall sein kann: welche Kurve 
wird gesucht? 

Hier soll (Taf. III. Fig. 14.) 

I) r= Dreieck KHG 

ein primäres Grösstes oder Kleinstes werden. Statt I. kann man 
auch setzen 

II) U= Trapez WKHM -h Trapez ffMNO — Trapez KlVXG 
oder 

U= i( K W-\- HM).( OM- O W) + i . (ZW-h OA) ( OA— OM) 

-i . (Ä W+ GA) . (OA— O W) 
oder ... 

III) . [KW. ( OM— OA) -+■ UM . ( OA— 0 W) 

-\-GA .(OW— OM)\. 

Hier hat man die schon in voriger Aufgabe für OW, WK, OM, 
Mff, OA, AG aufgestellten Ausdrücke einzuführen und dann zu 
verfahren wie gewöhnlich. 
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Neue Auflösung der die Bestimmung der An- 
zahl aller ganzen Zahlen, welche kleiner als 
eine gegebene Zahl und zu derselben relative 
Primzahlen sind, betreffenden Aufgabe. 

Von 

dem Herausgeber. 



1. 

Die erste Auflösung der oben genannten, für die Zahlenlehre 
in mehrfacher Beziehung wichtigen Aufgabe ist von £uler in den 
Nov. (.'omni. Acad. Petrop. T. VIII. p. 74. gegeben, und in den 
Nov. Act. Petrop. T. VIII. p. 17. wiederholt worden, worüber 
man auch Essai sur la thlorie des nombres, par Legendre. 
Seconde Edition. Paris. 1808. p. 6. nachsehen kann, Eine sehr 
schöne und höchst einfache Auflösung hat Gauss in den Di sq. 
arithm. Lipsiae. 1801. p. 30. gegeben, mit welcher die von 
Cauchy in den Excrcices d'Analyse et dePhysique math£ 
matique. Tome deuxieme. Paris. 1841. p. 9. gegebene Auflö- 
sung im Wesentlichen übereinstimmt. Eine aus An elementary 
in vesti gatio n of the theory of numbers, with its appli- 
cation to the indetermiuate and diophantine analysis, 
the analytical and geometrical division. of the circle 
and scvoral other curious algebraical and arithmetical 
problems, by P. Iiarlow. London. 1811. 8. entlehnte Auflö- 
sung, die mit Eulers Auflösung Aehnlichkeit hat, findet man in 
dem Lehrbucbe der Mathematik für Gymnasien und Real- 
schulen von J. H. T. Müller. Erster Theil. Halle. 1838. 
S. 240. Eine von A. v. Ettingshausen in der Zeitschrift für 
Physik und Mathematik. Herausgegeben von A. Baum- 
gartner und A. v. Ettingshausen, gegebene Auflösung, welche 
nach Müller's Urtheil a. a. 0. jedoch nicht scharf genug zu sein 
scheint, ist mir bis jetzt unbekannt geblieben. 

Die Auflösung von Euler lüsst sieb, wie es mir scheint, nur 
mit Weitläufigkeit zu völliger Allgemeinheit erheben, und ein 

gleiches Urtheil darf ziemlich mit demselben Rechte über die vnn 
arlow gegebene Auflösung gefällt werden. Die schöne Auflö- 
sung von Gauss, mit welcher, wie schon erwähnt worden ist, 
Cauchy's Auflösung im Wesentlichen ganz übereinstimmt, setzt 
dir Theorie der Auflösung der unbestimmten Gleichungen des ersten 
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Grades zwischen zwei unbekannten Grössen, oder dfe Aufgabe: 
alle Zahlen zu finden, welche durch gegebene Zahlen dividirt, ge- 
gebene Reste übrig lassen, als bekannt voraus. Diese Gründe ha- 
ben mich bewogen, eine neue Auflösung zu suchen, welche icb im 
Folgendeu mittneüe, weil sie auf sehr einfachen Gründen beruhet, 
und mir, wenn sie sich uueb nicht als gatiz kurz erweisen sollte, 
doch einen Blick in die eigentliche Natur diese« Gegenstandes zu 
verstatten scheint, wozu noch kommt, dass mir, des nächstfolgen- 
den Aufsatzes wegen, sehr viel daran liegen musstc, im Besitz 
einer von der Auflösung der unbestimmten Gleichungen des ersten 
Grades zwischen zwei unbekannten Grössen ganz unabhängigen 
Auflösung der in Rede stehenden Aufgabe zu sein. 

Dass alle im Folgenden gebrauchten Symbole positive ganze 
Zahlen bezeichnen, braucht wohl kaum noch besonders bemerkt 
zu werden. 

% 

jLe/trsate. Wenn p, und k relative Primzahlen sind, 
sind immer auch nk-\-p, und k relative Primzahlen. 

Beweis. Wären nk-\-p> und /• nicht relative Primzahlen, 
und hätten also einen von der Finheit verschiedenen gemeinschaft- 
lichen Factor p, so sei 

ttk-\- p =pq, k = pq\ 

Dann wäre ttk = npq > , und folglich 

(i=pq — »k = pq — npq' =z p(q — nq), 

so dass also auch fi den Factor p hätte, und folglich mit k nicht 
relative Primzahl wäre, wie doch vorausgesetzt wurde. Also sind 
nk-t- fi und k relative Primzahlen, wie bewiesen werden sollte. 

Le/irjtaix. Wenn nk -\- p, und /■ relative Primzahlen 
sind« so sind immer auch n und / relative Primzahlen. 

Beweis. Wären p> und k nicht relative Primzahlen, und hätten 
also einen von der Einheit verschiedenen gemeinschaftlichen Factor 
so sei 

f* = pq> k=pg\ 

Dann wäre ttk=.ttpq' 9 und folglich 

nk + p = uptf -+-pq = p(nq f -f- q), 

so dass also auch nk-\-p> den Factor p hätte, und folglich mit k 
nicht relative Primzahl wäre, wie doch angenommen wurde. Also 
sind f* und k relative Primzahlen, wie bewiesen werden sollte. 

4. 

Zusatz. Wenn p> und k keine relativen Primzahlen 
siud, so sind auch nk-+-p und /■ keine relativen Prim- 
zahlen; und umgekehrt: wenn nk-t-f* und k keine rela- 
tiven Primzahlen sind, so sind auch p und k keine re- 
lativen Primzahlen. * 
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Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge aus den beideo vorher- 
gehenden Sätzen. 

5. 

Wir wollen nun annehmen, dnss 

«n «2» «a> <*a<> • • • 

die sämmtlichen Glieder der Reihe 

1, 2) 3, 4, 5, • . . • k 

sind, welche mit /• relative Primzahlen sind, wo also y>{k) die An- 
zahl aller der Zahlen bezeichnet, welche mit /• relative Primzahlen 
und kleiner als /• sind. Bilden wir uns dann die Reihe 

nk -f- 1, nk -f- 2, nk + 3, . . . nk -+- (k — 1), nk ~\- Xr; 
d. i. die Reihe v ' 

»£+1, + 2 «X-+-3, . . . (m+l)&— 1, (»H-l)*; 

so sind nach den vorher bewiesenen Sätzen die sämmtlichen Glieder 

-+- a x , //X- -f- <3F 2 , «X -f- . »X* -f- '/ "■ " 

dieser Reibe, aber auch nur diese Glieder der in Rede stehenden 
Reihe, mit k relative Primzahlen, und in den beiden Reihen 

1, 2, 3, 4, 5, ... k 

und 

nk -f- l, nk 2, nk -f- 3, »X 4- 4, ...(#» -f- l)k 

kommt also immer eine gleiche Anzahl von Gliedern , in jeder 
Reihe nämlich (p(k) Glieder, vor, welcbe mit k relative Primzab- 
zahleu sind. 

6. ■ 

Hat man jetzt die Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, . . . . pk; 

so kann man diese Reihe auf folgende Art in // Abteilungen oder 
Gruppen, eine jede mit k Gliedern, abtheilen: 

X-f- 1, X-f- 2, X -f- 3, X-f- 4, 2£; 

2X+1, 2X -f- 2, 2X -f- 3, 2X-f-4, 3X; 

3X -f- 1, 3X + 2, 3X -4- 3, 3X -4-4, 4X ; 

u. s. w. 

(/,_l)X-f-l, {p — l)Xr-f-2, (;>_1)X-H3, . ../,*; 

und übersieht hieraus mit Hülfe der in 5 1 . angestellten Betrachtun- 
gen, dass p<p(k) die Anzahl der sämmtlichen in der Reihe 



« \ 



1, 2, 3, 4, 5, ... . pk 
vorkommeuden Glieder ist, welche mit k relative Primzahlen sind. 
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Indem wir von jetzt au immer annehmen, dass das iu der vor- 
hergehenden Nummer gebrauchte Symbol p eine absolute von der 
Einheit verschiedene Primzahl bezeichne, wollen wir nun zuerst 
den Fall betrachten, wenn die Primzahl p ein Factor der Zahl 
k ist. 

Unter dieser Voraussetzung lässt sich behaupten, dass jede 
Zahl ii , welche mit k relative Primzahl ist, auch mit 
pk relative Primzahl ist, wie auf folgende Art leicht gezeigt 
werden kann. 

Sollten nämlich fi und pk nicht relative Primzahlen sein, und 
also einen von der Einheit verschiedenen gemeinschaftlichen Priin- 
factor haben, so müsste dieser gemeinschaftliche Primfuctor, weil 
uach der Voraussetzung /u und / relative ' Primzahlen sind, und 
also keinen gemeinschaftlichen von der Einheit verschiedenen Prim* 
factor haben, nothwendig p sein, und es müsste also fi den Prim- 
factor p haben, welches aber ungereimt ist, da nach der Voraus- 
setzung p auch ein Primfactor von k ist, und doch fi und k re- 
lative Primzahlen sein sollen. Also müssen uuter der Voraus- 
setzung, dass p ein Primfactor vou k ist und f* und k relative 
Primzahlen sind, jederzeit auch fi und pk relative Primzahlen sein, 
wie behauptet wurde. 

Ferner erhellet auf der Stelle, dass jede Zahl fi welche 
mit k nicht relative Primzahl ist, auch mit pk nicht re- 
lative Primzahl sein kann. 

Nach diesen beiden Sätzen ist also, wenn p ein Primfactor 
von k ist, jedes Glied der Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, ... . pk, 

welches mit k relative Primzahl ist, auch mit /'/■ relative Primzahl, 
und jedes Glied dieser Reihe, welches mit /■ nicht relative Prim- 
zahl ist, ist auch mit pk nicht relative Primzahl. Die sämmtlichen 
Wieder der Reihe v 

1, 2, 3, 4, 5, ... . pk, 

welche mit / relative Primzahlen sind, sind folglich die sämmt- 
lichen Glieder dieser Reihe, welche mit pk relative Primzahlen 
sind, ' und da nun nach 6. die Anzahl der sämmtlichen Glieder der 
in Rede stehenden Reihe, welche mit /■ relative Primzahlen sind, 
p(f(k) ist, so ist dies auch die Anzahl der sämmtlichen Glieder 
dieser Reihe, welche mit pk relative Primzahlen sind. Bezeichnen 
wir also, analog mit y>(k) 9 die Anzahl der sämmtlichen relativen 
Primzahlen zu pk, welche kleiner als pk sind, durch <p(pk)\ so 
ist in dem Falle, wo die Primzahl p ein Primfactor von 
k ist, jederzeit 

<p(pk)z=zptp(k). . 

8. 

Ferner wollen wir uun auch den Fall betrachteu, wenn die 
Primzahl p kein Factor von k ist. 
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Weil 

« 3 , «4, 0'f\k) 

sänimtlicb mit k relative Primzahlen sind und /; kein Primfactor 
von k ist, so hat offenbar keins der Producte 

p* x% pa„ pa„ pa„ . . . paq\k) 

einen Primfactor mit k gemein, und alle diese Producte siod also 
mit /• relative Primzahlen, wobei sich, weil die Zahlen 

ar 3 , « 4 , . . . 

sämmtlich kleiner als fc sind, von selbst versteht, dass die Producte 

p* u pa 2i pa„ pa A , . . . paqtt) 

alle in der Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, ... . pk 

als Glieder derselben wirklich vorkommen; und eben so versteht 
sich von selbst, dass kerns dieser Produkte mit pk relative Prim- 
zahl ist. 

Ferner kann leicht gezeigt werden, dass jedes Glied der Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, . . . pk, 

welches mit /■ relative Primzahl , dagegen mit pk nicht relative 
Primzahl ist, ein Glied der Reihe 

pa ty pa %i pa 9J pa^ . . . paq(i) 

sein muss. Jede Zahl nämlich, welche mit k relative Primzahl ist, 
also mit /• keinen von der Einheit verschiedenen gemeinschaft- 
lichen Primfactor hat, dagegen mit nicht relative Primzahl ist, 
also mit pk einen von der Einheit verschiedenen gemeinschaftlichen 
Primfactor hat, muss offenbar nothwendig den Primfactor p haben, 
und wir können daher die in Rede stellende Zahl durch pq be- 
zeichnen. Da nun pq mit / keinen von der Einheit verschiedenen 
gemeinschaftlichen Primfactor bat, so muss natürlich q mit k rela- 
tive Primzahl sein. Ks ist aber, wenn , wie wir jetzt voraussetzen 
wollen, pq ein Glied der Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, . . . pk 

ist, natürlich 

m 

also q"^k, oder vielmehr, weil q mit k relative Primzahl ist, 

q<k. Weil nun bekanntlich 

a l9 a % , a s , a 4 , 

alle relative Primzahlen zu k unter k sind, so muss, nach dem vor- 
her Bewiesenen, q nothwendig in dieser Reihe, also pq notwen- 
dig in der Reihe 

pa„ pa„ pa„ pa Ay paqith 

d. h. jedes Glied der Reihe 
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1, 2, 3, 4, 5, . • . 

welches mit k relative Primzahl, dagegen mit pk nicht relative 
ist, muss in der Reihe 



V<*x<> P«v P"i* P«^ ■ • • WJ 

als ein Glied derselben vorkommen. 

Endlich versteht sich auch von selbst, dass «He Glieder der 
Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, ... . pk> 

welche mit /■ nicht relative* Primzahlen sind, auch mit pk nicht 
relative Primzahlen sind. 

Wir wissen also jetzt, unter der Voraussetzung, dass die Prim- 
zahl p kein Factor von k ist: 

Erstens: dass die Anzahl der sämmtlichen Glieder der Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, ... . pk, 

welche mit k relative Primzahlen sind, jederzeit 

p<p{k} ' 

»sf). 4 * 

Zweitens: dass die in der Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, . . . . pk 

wirklich vorkommenden Producte 

pa„ pa„ pa ti pa 4 , . . . 

deren Anzahl 

9 (k) 

ist, sämmtlich mit k relative Primzahlen, dagegen mit pk nicht 
relative Primzahlen sind. 

Drittens: dass jedes Glied der Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, . . . pk, 

welches mit k relative Primzahl, mit pk dagegen nicht relative 
Primzahl ist, in der Reihe 

pa„ pa 2 , pa ti pa„ P*?m 

als ein Glied derselben vorkommen muss. 
Viertens: dass jedes Glied der Reihe 

1, 2, 3, 4, 5, . . . pk, 

welches mit k nicht relative Primzahl ist, auch mit pk nicht rela- 
tive Primzahl ist. 

Hieraus ergiebt sich also ganz unzweideutig und mit völliger 
Strenge, dass in dem Falle, wenn die von der Einheit verschiedene 
Primzahl kein Primfactor von k ist, indem wir immer die früher . 
eingeführten Bezeichnungen auch jetzt beibehalten, 



•) Dies ist in 6. gezeigt worden, und setzt im Allgemeinen als nothwen- 
dige Bedingung nicht voraus, dass p eine Primzahl und kein Factor 
von k ist, sondern gilt für jedes p und jedes k. 
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y(M)=w(*)— 
<p(pi) = ip-ij 9 (*) 

ist. 

9. 

Wenn also die vou der Einheit verschiedene Prim- 
zahl p ein Factor von k ist, bo ist nach 7. immer 

<p(pk) = p<p(k)i 

Wenn dagegen die von der Einheit verschiedene Prim- 
zahl p kein Factor von k ist, so ist nach 8. immer 

5p(/>*) = (/> — l)gp(Z-). 

Sei nun Uberhaupt 

A=p<*/V„ 

wo /; eine von der Einheit verschiedene Primzahl und kein Factor 
vou iV, sein soll; so erhält mau zuvörderst durch successive An- 
wendung des ersten Theils des vorhergehenden Satzes 

= p p<p(p a -*jN x ) = p % tfp***ffl l ) 
= p 2 p<p(f? a — * iV, ) ss p* tf(p a -*A\ ) 

« 

= p*p(p(/) a — 4 A 1 ) = p*<p(p a —*JÜ\ ) 
= P *p<p{p a ~~W t ) = /> **p(p a ~ 5 A T , ) 

U. 8. W. 

= p a --p(p{pN l ) = /^-^(/^V, ). 

Weil nun aber nach der Voraussetzung p kein Primfactor von \ , 
ist, so ist nach dem zweiten Theile des obigen Satzes 

y(;,A' I ) = (;>-lM.V 1 ), 
und folglich nach dem Vorhergehenden 

9 >(N)z=pa^(p-\) ( p(A l ). 

Setzen wir nun 

A' = p a p l <'ipt«*p i a 3 . . . pfX, 

wo p, p lt p 2 , . . . . pi lauter ungleiche von der Einheit ver- 
schiedene Primzahlen bezeichnen sollen; so ist nach dem vorher 
Bewiesenen: 

<p(JV)=p*-i(p — \)y(p x °tp % «>p % «* . . . Pi°k), 

<p{pS*Pi a *Pz a * . . pi"t)=p l «>-i(p i — l)f;b, a f,^4 Äl • • 'Pl*& 

<p(Pz a *P» a >P4 a > . . Pi«l) = p 2 ^~Hp 2 — \)<i>{p z a *pS*pS> . . . pf)), 

<r(Pt a *p 4 «*p t «> . . ptfi)=p t «*- l {p l — iM/'4 a ^i°^« a * . . . Pi a kh 

u. s. w. 

<ptyx-\ a i-Wi) =px-x«k-\-*(p k -i — V)ftpfl)\ 

wlpi a l)=zp) a k-i(px — 1); 
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und folglich, wenn man die Grössen auf beiden Seiten der Gleich- 
heitszeichen in einander multiplicirt , und aufbebt, was sich au Hie- 
ben lässt: 

f(N) = P *-i(p — i> a «>-Hj> s - i)ps>-i(p 2 - 1) ..j>i*r*(jn - 1), 

oder 
oder 

oder 

(W=rp,"^...«Ki- £-) O-^ — P-s)« 

also, weil 

^ =P"Pi a 'PS'P t a ' • ■ • Pl a l 

«N) = A\l - i) (1 -£) (1 -£) . . (1 

welches die bekannte zuerst von Euler gefundene Formel ist, die 
wir hier auf Beispiele weiter nicht anwenden wollen. 



lieber Cauchy's Auflösung der unbestimmten 
Gleichungen des ersten Grades zwischen zwei 
unbekannten Grössen in ganzen Zahlen. 

. Von 
dem Herausgeber. 



1. 

In dem Memoire sur la .re*soIution des Iquations in- 
determindes du premier ddffre* en nombres entiers (Exer- 
cices d'Analyse et de Pljysique math^matique. T. II. Pa- 
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ris. 1841. p. 1.) bat Cancby eine früher von Libri und Binet 

fegebene, im Ganzen auf sehr einfachen Betrachtungen beruhende 
uöösung der Gleichungen des ersten Grades zwischen zwei unbe- 
kannten Grössen in gauzen Zahlen, wie er selbst sagt, zu grösser 
rer Allgemeinheit erhohen, und, wie wir noch hinzufügen wollen, 
überhaupt mit mehreren wichtigen Zusätzen bereichert. Da es uns 
scheint, dass diese Auflösung, wenigstens bis zu einer gewissen 
Gränze, worüber wir uns am Ende dieses Aufsatzes weiter aus- 
sprechep werden, wohl verdient, in den mathematischen Elementar- 1 
Unterricht aufgenommen zu werden, wenn man sich nämlich, was* 
jetzt wohl vorausgesetzt werden kann, überhaupt nicht mehr scheuet, 
schon die Schüler der ohern Klassen der Gymnasien und anderer 
höherer Lehranstalten mit den Elementen der Zahlenlebre bekannt 
zu machen; so halten wir es für zweckmässig, die in Rede stehende 
schöne Auflösung im Folgenden zu entwickeln, für jetzt jedoch 
nur so weit, als sich dieselbe nach unserer Meinung zur Aufnahme 
in den inathematischen Elementar- Unterricht eignet, indem wir 
uns vorbehalten, in einem spätem Aufsatze auf diesen iuteressan- 
ten Gegenstand zurückzukommen. 

2. 

Jede Gleichung des ersten Grades zwischen zwei nnbekannten 
Grössen x und y kann man sich, offenbar, wenn a y b y c ganze 
Zahlen bezeichnen, immer unter der Form 

ax — hy — c 

dargestellt denken. Soll diese Gleichung aber überhaupt in gan- 
zen Zahlen auflöshar sein, so muss augenscheinlich der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler von a und h auch nothwendig in c auf- 
gehen, und wir werden also die in Rede stehende Gleichung, in- 
dem wir a, c durch den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
von a und I* dividiren, und die entsprechenden Quotienten durch 
m, i», k bezeichnen, immer auf die Form 

mx — ny = k 

bringen können, wo nun, was man im Folgenden »"stets gehörig 
vor Augen zu behalten hat, die Coefficienten m, n von x, y rela- 
tive Primzableu sind. 

Dass wir uns im Folgenden bloss mit der Bestimmung der 
einen der beiden unbekannten Grössen x und y. etwa der Grösse 
x, zu beschäftigen brauchen, versteht sich von selbst, weil, wenn 
man alle Werthe von x kennt, durch welche die Gleichung 

mx — ny=k 

in ganzen Zahlen aufgelöst wird, die entsprechenden Werthe von 
y natürlich immer leicht mittelst der Formel 

mx — k 

v=—~ 

berechnet werden können, wodurch wir also berechtigt sind, im 
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Folgenden unser Augenmerk bloss auf die Bestimmung der die 
Gleichung 

mx — ntj sss ä 

in ganzen Zahlen auflösenden Werthe von x zu richten. 

Wir wollen nun zuvörderst annehmen, dass x und X zwei 
speciellc Werthe der im Allgemeinen auch durch x bezeichneten 
unbekannten Grösse seien, durch welche die in Rede stehende 
Gleichung in ganzen Zahlen aufgelöst wird, so dass also 

mx — ny = 

mX — HY=k 

ist, wo x, y und X, Y ganze Zahlen bezeichnen. Dann ist, wie 
man sogleich durch Subtraction findet, 

m (X-x)-n(Y-y)=z^ 

alsa 

m(X-x) = n(Y-y), 

aod folglich 

Weil nun X — x eine ganze Zahl ist, so geht m ip dem Producte 
«(} — y) auf. Nach der Voraussetzung sind aber m und // rela- 
tive Primzahlen, woraus sich ergiebt, dass m in Y — y aufgehen •), 

also ' 

y-y 

eine ganze Zahl sein muss. Folglich ist 

X — x = n — — — = /«, 

■ 

also 

X == x -f- nx y 

woraus man sieht, dass, wenn x ein beliebiger die Gleichung 

mx — ny = k 

in ganzen Zahlen auflösender bestimmter Werth der im Allgemei-, 
nen auch durch x bezeichneten unbekannten Grösse ist, jeder an- 
dere die in Rede stehende Gleichung in ganzen Zahlen auflösende 

Werth X dieser unbekannten Grösse die Form 

• 

X~x-\- tix 

bat, wo % eine ganze Zahl bezeichnet. 

Umgekehrt Tässt sich aber auch sehr leicht zeigen, dass, wenn 
x ein beliebiger specieller die in Rede stehende Gleichung in gan- 
zen Zahlen auflösender Werth der im Allgemeinen auch durch x 
bezeichneten unbekannten Grösse ist, dann immer auch' 



8 ) M. s. Archiv. Thl. U. S. 3. §. 3. 
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X = x -+- nx y 

wo man sich für z jede beliebige ganze Zabl gesetzt denken kann, 
ein die in Rede stehende Gleichung in ganzeu Zahlen auflösender 
Werth derselben unbekannten Grösse ist. Weil nämlich nach der 
Voraussetzung x ein die gegebene Gleichung in ganzen Zahlen 
auflösender Werth der im Allgemeinen auch durch x bezeichneten 
unbekannten Grösse ist, so ist 

rnx — ny = Xr, 
wo y eine ganze Zahl bezeichnet, und folglich 

mx = ny k. 
Ferner ist aber nach der Voraussetzung 

X z= x -\- nz, 

wo z eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, und folglich 

///X = mx H- mnz, 
also nach dem Vorhergehenden 

* 7n \ =z ny -\- k -+- mnz = n(y -f- tnz) -f- /*, 
oder, wenn wir 

Y= y-\-mz 
setzen, wo Y eine ganze Zahl bezeichnet, 

mX = «y+ X-, 

also 

mX. — n F= A; 

wodurch die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung 
offenbar vollständig bewiesen ist. 

Aus diesen Betrachtungen erhellet, dass, wenn man nur einen 
die gegebene Gleichung in ganze Zahlen auflösenden Werth x der 
im Allgemeinen auch durch x bezeichneten unbekannten Grösse zu 
finden im Stande ist, dann auch die allgemeine Auflösung dieser 
Gleichung in ganzen Zahlen als gefunden betrachtet werden kann, 
weil nach dem Obigen offenbar die sämmtlichen, die in Rede stehende 
Gleichung in ganzen Zahlen auflösenden Werthe der ersten der 
beiden gesuchten unbekannten Grössen in der Formel 

x -f- nz, 

wo z eine ganze Zahl bezeichnet, enthalten sind, und aus dieser 
Formel erhalten werden, wenn man für z von 0 an aufwärts alle 
positiven ganzen Zahlen, und von 0 an abwärts alle negativen 
ganzen Zahlen in dieselbe einführt. 

Nach allem Bisherigen reducirt sich also die vollständige Auf- 
lösung der Gleichung 

mx — ny=k 

MM 

in ganzen Zahlen auf die Auffindung nur eines diese Gleichung 
in ganzen Zahlen auflösenden Werths der einen der beiden unbe- 
kannten Grössen, nämlich der Grösse x, und wie mau einen sol- 
chen Werth immer zu finden im Stande ist, sol' "»in im Folgenden 

gezeigt werden. 



207 



3. 

Aus dem Obigen wissen wir, dass die Coefficienten von sc und 
y immer relative Primzahlen sind. Hierzu bemerken wir jetzt nun 
noch, dass durch geeignete Veränderung der Vorzeichen ulier Glie- 
der der Gleichung der (oet'ficieot von .r offenbar immer positiv 
gemacht werden kann. Sollte dann // einen negativen Coenicien- 
ten haben, so könnte man statt der unbekannten Grösse y jeder- 
zeit die unbekannte Grösse — y in die Gleichung einführen, und 
würde dieselbe dann offenbar auf eine Form bringen, in welcher 
auch // einen positiven Coefficienten hat , woraus sich , in Verbin* 
dung mit dem Vorhergehenden, ergiebt, dass mau die in ganzen 
Zahlen aufzulösende Gleichung, wie nun auch im Folgenden stets 
geschehen soll, immer auf die Form 

* 

mx — tty=.k 

gebracht annehmen kann, wo jetzt m und n positive ganze Zahlen 
bezeichnen, welche Primzahlen zu einander sind, und k eine posi- 
tive oder negative ganze Zahl ist, welche Voraussetzungen man 
im Folgenden stets vor Augen zu behalten hat. 

Ist es nun möglich, die, Null übersteigende positive ganze Zahl 
t so zu bestimmen, dass die Differenz «»' — 1 durch n ohne Rest 
: heilbar ist, so ist natürlich auch \/u< — 1 1/ durch n ohne Rest 
theilbar, und wir können also, wenn y eine ganze Zahl bezeichnet, 
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setzen. Dann ist 
und folglich 
oder 



m'k — k = »y, 
m'k — ny == k 
m(km'-~ l ) — ny= k, 



woraus sich unmittelbar ergiebt, dass km*— I ein die gegebene 
Gleichung 

ma: — ny = k 

in ganzen Zahlen auflösender Werth von a; ist, und also 

. ' * x = km'" 1 

» 

gesetzt werden kann. > 

Hieraus ergiebt sich also, dass immer ein die Gleichung 

mx — ny = k 

in ganzen Zahlen auflösender Werth von sc gefunden werden kann, 
wenn man die, Null übersteigende positive ganze Zahl i so zu be- 
stimmen im Stande ist, dass die Differenz *.«"— 1 durch n ohne 
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Rest theilbar ist, oder mit andern Worten, wenn wir nns des Be- 
griffs und Zeichens der Congruenz der Zahlen *) bedienen, dass 

«w' = l(Mod. n) 

ist. 

Eine der in Rede stehenden Bedingung genügende positive 
ganze Zahl i kann aber immer leicht gefunden werden. Denn aus 
dem durch Euler erweiterten Fermat'schen Theorem, für wel- 
ches in dem zweiten Theile, des Archivs. S. 7. §. 9. ein sehr ein- 
facher, ganz elementarer und leicht verständlicher Beweis gegeben 
worden ist, wissen wir, dass, wenn m und *», wie es nach dem 
Obigen hier wirklich der Fall ist, relative -Primzahlen sind, und 
die Anzahl «Her Zahlen, welche mit n relative Primzahlen und 
kleiner als n sind, durch g>{») bezeichnet wird, jederzeit die Dif- 
ferenz 

mVin) _ l | 
durch n ohne Rest theilbar, oder mit andern Worten, dass immer 

*i700 = l(Mod. «) 

Mt so dass also immer 

v i = 5p(»), 

und folglich nach dem Obigen immer 

gesetzt werden kann. Wie aber g>(n) in jedem Falle zu bestim- 
men ist, haben wir in der vorhergehenden Abhandlung ausführlich 
gezeigt. Zerlegen wir nämlich n in seine Primfactoren , und set- 
zen, indem p 9 r, «, . . • . lauter von der Einheit verschiedene 
absolute Primzahlen bezeichnen, 

// = pagß r Ys# , 

so ist, wie in der vorigen Abhandlung gezeigt worden ist, 

y(»)=„(l-i-)(l— l)(l_±)(l^i-).... | 

oder 

. y{n) = p<-*(p — l)(f^(q — l)rr-l(r — 1) , 

und aus allem Bisherigen ergicbt sich also jetzt die folgende ganz 
allgemeine und höchst elegante Auflösung der Gleichung 

mx — ny=k i 

wo m und n positive ganze Zahlen bezeichnen, die Primzahlen zu 
einander sind, und k eine positive oder negative ganze Zahl ist, 
in ganzen Zahlen: 

Alan zerlege n in seine Primfactoren, so dass, wenn 
Ps r, *, .. . . lauter von der Einheit verschiedene abso- 
lute Primzahlen sind, 

n=p«qW*ä 



•) M. s. Archiv. Thl. II. S. 4. §. 4. 
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ist, und setze 

y(„) = ^_±)(l_±)(l_±)(l_-L).... 

oder 

5P(«) =^-l(p - l)W'-'(r- 1) . . . . 

Dann erhält man alle die Gleichung 

■ 

mx — ny = k 

in ganzen Zahlen auflösenden Werthe von ä-, wenn man 
in die Formel » 

x = £m?00 -l ns 

für % von 0 an aufwärts alle positiven ganzen Zahlen, 
und von 0 an abwärts alle negativen ganzen Zahlen ein- 
führt. Die den einzelnen gefundenen Wert he n von x 
entsprechenden Werthe von // ergeben sich dann ferner 
leicht aus der Formel 

mx — k 

y=—n—- 

Ist n eine Primzahl, so ist offenbar <p(n) = n — 1, und folglich 

X = km n ~^ -f- nXy 

in welcher Formel man für % wieder von 0 on aufwärts alle posi- 
tiven ganzen Zahlen, und von 0 an abwärts alle negativen ganzen 
Zahlen setzen muss. 

Dies ist nach Cauchy's Angabe die von Libri und ßinet, 
indem sie das Fermat'sche Theorem in seiner ursprüng- 
lichen Gestalt*) in Anwendung brachten, für den Fall, wenn n 
eine Primzahl ist, gegebene Auflosung, die Cauchy hierauf durch 
Anwendung des von Euler erweiterten Fermat'schen Theo- 
rems zu völliger Allgemeinheit erhob. 

Aus dem Vorhergehenden wissen wir, dass es im Allgemeinen 
nur darauf ankommt, die Null übersteigende positive ganze Zahl i 
so zu bestimmen, dass 

«i« = l(Mod. n) 

ist, und die einfachste Auflösung wird also offenbar der kleinste 
dieser Bedingung genügende Werth von t gewähren. Heber diesen 
Gegenstand hat Cauchy in dem angeführten Memoire noch ver- 
schiedene Untersuchungen angestellt, die sich aber weniger als die 
obigen Betrachtungen zu der Aufnahme in den Flementar- Unter- 
richt eignen dürften, weshalb wir dieselben für jetzt übergehen, 
uns aber vorbehalten, später auf diesen interessanten Gegenstand 
zurückzukommen. 

Sehr erleichtert wird natürlich die oben gegebene Auflösung, 
wenn man im Besitz einer bis zu einem möglichst grossen Werthe 
von n fortgesetzten Tafel der Werthe von sp(»), wodurch wir be- 



') M. s. Archiv. Thl. IL S. 8. 
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kaimtlich die Anzahl aller der Zahlen, welche Primzahlen zu m und 
kleiner als n sind, bezeichnet haben, ist; und die Berechnung einer 
solchen Tafel, der wir gern im Archive einen Platz einräumen 
würden, möchte daher wohl anztftathen sein. 



Beweis eines arithmetischen Lehrsatzes. 

Von 

* * 

Herrn Friedrich Arndt 

Candidaten des höhern Schulamts zu ^reifswald. 



Das Theorem, welches den Gegenstand dieser Abhandlung aus- 
macht, betrifft die bekannte Eigenschaft der Biuomialcoefficienten 
eines ganzen Exponenten, dass jeder von ihnen eine ganze 
Zahl ist. 

Man pflegt diesen Satz auf indirectem Wege zu bewahrheiten, 
indem man zeigt, dass der mte BinoiniulcoefticieDt des ganzen Ex- 
ponenten n der Anzahl der Combinationen ohne Wiederholungen 
von n Elementen zur zaten Klasse gleichkommt, woraus denn un- 
mittelbar folgt, dass der in Rede stehende Binomialcoefficient eine 
ganze Zahl ist, indem nur diese eine Anzahl anzugeben im 
Stande ist. 

Wenn nun gleich gegen die Richtigkeit dieses Verfahrens 

nichts einzuwenden ist, so gewährt doch dasselbe noch keineswegs 

eine deutliche Einsicht in die Art und W 7 eise, wie in der Bruch- 
ig ' 

form 

(n — m-j-l) (n — m-\-2) w + 3)...(«-l).« 
1 . 2 . 3 . . . («i — 1) . m 

die Factoren des Nenners sich gegen die Factoren des Zählers 
aufheben. 

Zwar hat Gioachino Pessuti 9 ) sich bemüht, den Saht von 
dieser Seile zu beleuchten; allein da der von ihm gegebene Be- 
weis wegen seiner grossen Weitschweifigkeit nicht die erforderliche 
Einfachheit und Evidenz haben dürfte, so schien es der Mühe werth. 
zu sein, einen Beweis zu versuchen, der den oben gemachten An- 
forderungen am meisten entsprechend wäre, besonders da in neue- 



°) Nnove considerazioni su di alcune singulari proprieta de' coefßcienti 
della nota forinola del binomio Newtoniano. — Memorie di Matematica 
della societa Jtaliana. Tom. XI. p. 446. 
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rer Zeit dieser Gegenstand vom Herrn Professor Kunze 0 ) 
wieder in Anregung gebracht ist. 

Betrachten wir also die Bruchform 

(n — m-j-l) {n — m + 2) (n — m -\- X) . . . {n — l) . n 
1 . 2 . 3 . . (m — \)m 9 

in welcher » und m positive ganze Zahlen sind und m kleiner als 
n ist. 

1. Wenn A einen beliebigen Primfactor des Nenners bezeich- 
net, so kommt es zunächst darauf an, die höchste Potenz von A 
zu bestimmen, durch welche der Nenner ohne Rest theiibar ist. 

Bezeichnen wir zu diesem Behufe die grösste ganze Zahl, 

welche in dem Bruche — enthalten ist, durch G(^) 9 »o ist offen- 
bar G(~) die Anzahl der durch A theilbaren Glieder des Nenners, 
G(-jt) die Anzahl der durch A 2 , die Anzahl der durch 

A*, u.s.w. theilbaren Glieder. Wenn aber m~^TA k und *^A*** 9 

so kommen im Nenner keine Glieder mehr vor, die durch AM 
theiibar sind, die Anzahl hingegen der durch A theilbaren Glieder 

ist wie vorher G(-j^). 

Daher ist die Anzahl der durch A r nicht aber durch eine hö- 
here Potenz von A theilbaren Glieder G(-j) — **(;^i*)> die Anzahl 
der durch A 2 , nicht aber durch eine höhere Potenz von A theil- 
baren Glieder G{-j^) — £(-^7), u. s. w. ; endlich ist die Anzahl der 
durch A k i nicht aber durch eine höhere Potenz von A theilbaren 
Glieder, G{%). 

Bieraus folgt, dass der Nenner theiibar ist durch die einzelnen 
Potenzen 

JG® -e7(£j Jt\G(%)-Gij&\ AG&) 

und da diese verschiedenen Gliedern des Nenners entsprechen, so 
ist der Nenner durch das Product dieser Potenzen, oder durch 

A GO 4-*7(J) -+-... + e7(^) 

ohne Rest theiibar. Zugleich erhellet aber auch aus dem Beweise, 
dass keine höhere Potenz von / in dem Nenner aufgeht.. 

2. Nun erhellet, dass, indem A h eine beliebige Potenz von A 
ist, welche in dem Nenner vorkommt, die kleinsten Reste der Zahlen 

n — // — w -f- 2, n — m -4 -3, . . . n — m -f- A h 

D ach A b alle verschieden sind; denn wären die den Zahlen 



»> Archiv der Mathematik und Physik Theil II. S. 329. 
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n — n — m-{-il> entsprechenden Reste einander gleich, so 

wäre die Differenz dieser Zahlen =b(y — V) 4lu^c,, ^* theilbar, 
welches nicht möglich ist, da beule Zahlen 9, lü kleiner als A k 
sind, oder wenigstens nur eine derselben der Potenz A b gleich 
sein kann. Indem nun alle in Rede stehenden Reste ungleich sind 
und ihre Anzahl A b ist, so muss einer unter ihnen verschwinden, 
und dieser verschwindende Rest oder das demselben entsprechende 
durch A h theilbare Glied wird durch die Congruenz bestimmt 

// — m ■+- y = 0 (mod. A b ), 

Wenn wir Übrigens den Rest von n — m durch A k mit 0 bezeich- 
nen, so ist <pz=A b — o. 

In dem Intervall n — tn -|- 1 bis n — m-\-A b giebt es demnach 
nur (in einziges Glied, welches durchs* theilbar ist; ganz ebenso 

Siebt es iu dem Intervall n — m-\-A b -\-\ bis n — m-{- i &A b ) in 
em Intervall n — m ~f- 2A b -fr- 1 bis n — m -f- 3A b u. s.w. nur 
ein einziges durrh A l > theilbares Glied. Man kann diese Schlüsse 
bis zu dem Intervall von » — »i-t-(0 — \)A b -\-\ bis n — m-\-0.A h 

fortsetzen, indem 0 so bestimmt wird, dass n — m O . A b ~m, 

0 ^-jj; oder 0=G(-^) ist. Dies vorausgesetzt, giebt es min- 

ffi 

destens*)© oder G(-j^) durch A b theilbure Glieder des Zählers. 

Insbesondere enthält der Zähler mindestens G{™) durch A, 
mindestens durch A 9 , mindestens G(^) durch A % u. s. w« 

IN 

mindestens G(-j£) durch A k theilbare Glieder. Hieraus leitet man 
leicht d6, dass der Zähler durch die Potenz 



M=) -fr- G(%) -4-...-+- G{-%) 



von / jederzeit ohne Rest theilbar ist. 

3. Zerlegt man nun den Nenner unserer Bruchform in lauter 
ungleiche Factoren, von denen jeder eine Potenz eines Primfactors 
ist, so geht nach 2. jede solcher Potenzen in dem Zähler auf, wes- 
halb, da alle Factoren relative Primzahlen sind, auch das Product 
der letztern d. h. der Nenner selbst in dem Zähler aufgehen wird, 

^EV» Z* U# m 

Bei dieser Gelegenheit will ich endlich noch zeigen , wie sich 
der von Gauss in den Disquis. Arithmet. pag. 34 — 36 aufge- 
stellte Satz, dessen Beweis Gauss auf die Lehre von den Permuta- 
tionen stützt, mittelst unseres obigen Lehrsatzes sehr leicht dar- 
thun lässt. 

Der gedachte Satz heisst so: 

Wenn p eine Primzahl ist und man p Elemente bat. 
die nicht alle unter einander gleich sind, so ist die 
Zahl der Permutationen dieser Elemente stets durch 

p theilbar. 

W 7 enu nämlich unter den Elementen zuerst a gleich sind, dann 
b gleich, dann c gleich u. s. w. (wo a, 6, c, . . . auch die Einheit 
bezeichnen können), so dass p z= a -\- lt + c -f- . . so ist die 
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Zahl der I'ermutationen der p Elemente, wie bekannt, der Bruch- 

furm gleich 

1.2.3.4 p 

1.2.3...//.1.2.3..4.1.2.3...C 

Wir können diese Bruchform, die wir P nennen wollen, so in 
Factoren abtlieilen: 

1.2.3..« (tf-f-1) (g-j-2) . . . {a-j-b) (a + b+\)...(a+b+.c) 
1.2.3...« X 1.2 b X 1 c 

und es ist also mit Einführung des Zeichens der Binomialcoeffi- 
cienteu 

7*= °Ä a . a ^Bi . °-*-*-*- c Z? c . . . ., 

woraus folgt, ditss P eine ganze Zahl ist, da jeder dieser Bino- 
luiulcoefficienteu eine ganze Zahl ist. , 
Du nun 

■ 

1.2.3.../? = 1 .2..«.1.2..Ä.1.2...r..X/ > 

■ 

ist, so ist 

1 . 2 . . a . 1 . 2 . . // . 1 . 2 . . • c XP 

P 

«•ine ganze Zahl; aber // geht in dem in P multiplicirten Factor 
nicht auf, also muss p in P aufgehen. 

•) Es kann nämlich in dem Falle, wenn n — m -f- e . A& </• ist, wie 

leicht erbellet, G{^:)-\-\ durch A* theilbare Glieder des Zählers ge- 

A" 

ben. Ist z.B. »i=17, «=48, der Zähler also 32. 33. 34. 35 ...46. 47. 48, 
so giebt es für ^ = 3 und b = l fünf (£(j) = 5) Tollständige In- 
tervalle, in deren jedem sich ein durch 3 theilbarer Factor findet, und 
ausserdem zuletzt noch das' un voll ständige Intervall 47, 48, in wel- 
chem noch 48 ein durch 3 theilbares Glied ist. 



XXIII. 

Eine Formel für die dreiseitige Pyramide. 

Von 

■ • 

Herrn K. Hoppe 

Candidaten des hohem Schulamts zu Greifswald. 



Unter andern Relationen zwischen den Stücken eines beliebigen 
Tetraeders, die ich gefunden habe, scheint mir eine Formel für den 
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Inhalt nicht ganz ohne Interesse zu sein, die ich daher hier, als Bei- 
trag zu den Untersuchungen in diesem Gebiete, kurz entwickeln will. 

Es bezeichne T den In Ii alt eines beliebigen Tetraeders, a, b t 
c y d, c, f die sechs Kanten desselben, und zwar mögen a und /', 
// und r, c und d einander gegenüber liegen. Die an diesen Kau- 
ten gebildeten Neigungswinkel der Seiten seien respective U, 8, 
<h *i £; die vier Seitenflächen .-/, ZT, 6*, />. und zwar sei von 
//, c, /', // von a, c, e, C von a, lt 9 d und Dl von <■/, y* be- 
grenzt. 

Denkt man sich auf D ein Höbenperpendike) // gefällt, so ist 

T=\DH. 

Ist ferner. // das Höhenperpendikel des Dreiecks C\ dessen 
Grundlinie d ist, so ist nach bekannteu stereometrischen Sätzen 

// = h sin 6. 

Ausserdem hat man noch die Gleichung 

C= \d/i. 

Eliminirt man zwischen diesen 3 Gleichungen // und //* so erhält 
man leicht 

2CB sin d 

und durch Vertauschung der entsprechenden Stücke ergeben sich 
die Gleichungen 

2C 26' 26' 

b z=. ^y, . A sin ß\ a tsz ^j, . B sin «; d— yp . D sin ö*. 

Drückt man das Dreieck C durch seine 3 Seiten a y 6, d aus, 
so ist 

C* =z~ (0 + a-t-d) (6-\- a — d) (& — a + d) (— b -\-a-\-d). 

Setzt man für h, a, d ihre Werthe, so kommt 
C* 

C 1 == ßj>y sin ß-\-B sin a-\- D sin d) 

XM sin ß-\-B sin a — D sin d) 
X [4 »in /? — Ä sin a-t-D sin <J) 
X( — A sin ß-\-B sin o-|-/> sin <J), 

Betrachtet man nun C als die Summe der Projectioneo von A, B % 
D auf (\ so erhält mau unmittelbar 

■ 

C=A cos ß-\-B cos cos <J, 

oder 

C — /# cos £ — B cos « 



cos d 



Subst ituirt man diesen Werth von D i u die obige Gleichung , so 
erhält man 
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* * 

-f-Z?(sin a cos o* — cos a sin sio 6\ 

. X M(sin /S cos b*-4-cos /S sia d) 

-f- Z?(sin a cos o*-|-cos ce sin o*) — {7 sin o*j 
X |^(sio ß cos ö* — cos ß sio cf) 

— //(sin « cos ö*-f-cos a sin (f) -f- C sin d\ 
X (— 4(a\n ß cos <J-f-cos ß sin J) 

-+-/?(sin a cos o* — cos a sin ^)+C sio o*|, 
was sich auch auf folgende Art ausdrücken fässt: 

( 3r ) 4 =7o7^ l J 8in (ß-*) + B sin (« - *) + C sin <T) 
X(i sin (ß + 6) + B sin (<*-*-<*)- C sin d) 
XM s«n (ß — i)—B sin (a-f- <*) -f- C sin 
X(— ^ sin (/?-+- d)-+-B sin (« — (J) -f- C sin o*). 

Diess ist die beabsichtigte Formel , welche den Inhalt des Tetrae- 
ders durch 3 Seiten und die 3 von einer derselben mit den übrigen 
gebildeten Neiguogswinkel ausdrückt. 



• # 



XXIV. 

M i s c e 1 1 e o. 



I 

Society philomatique de Paris. 

Seance du 20 aoüt 1842. 

M. Ivan Simonoff. professeur d'astronomie a rUniversite* de 
Kasan, präsente a la Society un nouvel iostrument qu'il a imagine' 
daos le but d'observer la declinaison de l'aiguille aimante'e a Paide 
du sextant. 

Une aiguille airoantee, de forme prismatique rectangulaire, bo- 
rizontalement suspendue, porte un petit miroir a son extrlmite diri- 
gee vers lc sud, et un contrepoids a son extremite' oppose'e. En 
appliquant cette aiguille a un niveau a siphon rempli de mercure, 
od peut voir si eile est horizontale ou non, et faire disparaitre la 
petite iuclinaisoü, en deplacant le centre de gravite ou le poids. 
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On «inet le miroir dans la position pcrpendiculaire a la direction de 
Faxe magnetique de l'aiguille, de la meine muntere qu'ou le fait 
dans le magnetometrc unililuirc de M. Gauss, car jusqu'a present 
cet Instrument u'eu differe pas. Avant fait res corrcctions preala- 
bles, on observe dans le miroir l'image reflecbie du so I eil; mais. 
comme l'aiguille ne reste presque ja mais en repos, on le fait des- 
cendre et se poser sur lu planclie inferieure de l'instrumeut. Alors 
l'aiguille devient stable; mais, pour voir si eile ne s'est pas depla- 
cee du meridien magnetique., on place devant le miroir une erhelle 
avec une lunette de sextaut au dessus. Daus celte lunettc on voit 
les divisions de Tech eile refldchies par le miroir; on les observe 
d'abord quand l'aiguille est suspendue, et cnsuite quand eile est 
nosee sur la plancbe inferieure de l'instrument. La difference des 
parties de la division et la distance du miroir etant comiues, on 
peut calculer Pangle de la deviation de l'aiguille du meridien mag- 
netique; c'est la correctiou de la declinaison obtenue au moyen de 
cet Instrument. 

Kofiu l'on mesure, au moyen d'un sextnnt, la distance angrulaire 
du soleil a son image rellechie dans le miroir vertical de l'aiguille. 

Soit d la distance* mesuree au sextnnt entre le soleil vu directe- 
m e n t et son image rellechie dans le miroir, z la distance du soleil 
au zenith, a l'azimuth du soleil et a celui du meridien magn&ique. 
Ou a un triangle sphlrique dans lequel un cote est egal a z, un autre 
cote* egal k 90°, et le troisiemc cote* e*gal k 90° — \d> cc qui donne 

sin ld=z sin x cos (a — a), d'oü cos (a — u) = S '" 

2 \ ' * ' sin % 

]| est clnir que, d etant donne par les observations, et z ainsi 
que a par le calcul , on en deduira la valeur de u par cette for- 
mule. 

L'erreur de la position perpendiculaire du miroir, par rappört 
a l'axc magnetique de l'aiguille, et l'incertitüde dans la direction 
horizontale de cet axe peuvent etre determinees, la premiere par le 
retournement de l'aiguille autour de son axe ge'omltrique 'et la se- 
conde par les observations faites avant et apres le passage du soleil 
par le meridien magnetique. 

On peut varier de plusieurs manicres le mode de ces obser- 
vations au moyen du sextaut. Pur exemple, on peut observer les 
distances e'gales du soleil a son image rellechie par le miroir de 
l'aiguille; ces distances correspo ndan tes donneront l'angle hu- 
raire du point d'intersection du meridien magnetique avec l'horizon, 
si Ton connait le temps du passage du soleil par le meridien. 
L'on peut aussi mesurer la plus grande distance du soleil ä son 
image reflecbie. et si ,1'on ajoute a 90° — \d Ii. distance du soleil 
au pole du monde, on aura la distance de ce pole ou point d'inter- 
section du meridien magnetique avec l'liorizon. Dans cette demiere 
methode l'on peut deduire la declinaison magnetique du triangle 
trace sur la voüte Celeste, entre le pole du monde, le zenith et le 
point d'intersection du meridien magnetique avec l'horizoo , sans 
avoir besoin de ebronometre. A ce dernier mode l'on peut encore 
appliquer la mdthode des hauteurs circummeridiennes, dont on fait 
usage pour determiner la latitude glographique. 

Enfin l'on peut mesurer la distance angulaire du soleil a son 
image rellechie, d'abord dans le miroir vertical, et cnsuite dans 
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l'horizon artificiel. La moitie de cette derniere distance est egale 
a la distance du soleil au pole du meridien inagu&ique, et si Von 
d<*signe par tP la distance entiere du soleil a son Image double- 
mcnt re'fle'chie, on aura 

. , », cos 
(L'lnstitut. No. 454. 8 Sept. 1842.). 



Herr James ßonth, Professor of Mathematics in Bri- 
stol College hat in dem London., Edinburgh and Dublin ■ 
Philosophical Magazine and Journal of Science. June 
1842. p. 473 einen Satz von den Flächen des zweiten Gvdes be- 
wiesen, welcher als eine Erweiterung eines- schon früher bekann- 
ten Satzes von der Kugel (M. s. z. B. Klemens de Geometrie par 
Legendre. Onzieme edition. Li vre VIII. Prop. XVIII.) betrachtet 
werden kann. Weil uns der Satz jedenfalls bemerkenswerth und 
weniger bekannt zu sein scheint, so theilen wir hier den folgenden 
Auszug aus dem Aufsatze des Herrn James Booth mit. 

Eine Fläche des zweiten Grades denken wir uns von zwei pa- 
raHelen Ebenen durchschnitten, und wollen das Volumen des von 
diesen beiden Ebenen und der Fläche des zweiten Grades einge- 
schlossenen Körpers zu bestimmen suchen. , 

Die drei Halbaxen der Fläche des zweiten Grades seien a, b, 
c\ die Haiboxen des den beiden in Rede stehenden parallelen Ebe- 
nen durch den Mittelpunkt der Fläche des zweiten Grades parallel 
geführten Schnitts seien a\ //, und c' sei der halbe conjugirte 
Durchmesser dieses Schnitts; das von dem Mittelpunkte der Fläche 
auf die dein letztem Schnitte parallele berührende Ebene der Fläche 
gefällte Perpendikel sei p. Die Hnlbaxen eines beliebigen den bei- 
den parallelen Ebenen, durch welche der Körper, dessen Volumen 
V bestimmt werden soll, begränzt wird , parallelen Schnitts seien 
«, /?, und w und to seien die zwischen diesem Schnitte und dem 
Mittelpunkte der Fläche liegenden Theile von c' und p\ die den 
beiden gegebenen, den Körper V begränzenden Ebenen entsprechen- 
den Werthe von u und w seien respective V, «" und u/, w'\ 

Dies vorausgesetzt, ist nun offenbar 

V= n ß aßflw ; 
also, wenn man statt der Variablen w die Variable u einführt, 

In dem durch a! und c' gelegten Schnitte der Fläche ist 

a : «'ssl/V»— «* : c, 

und eben so ist in dem durch // und c' gelegten Schnitte der 
Fläche 
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Aus diesen beiden Proportionen folgt 
Weil ferner offenbar 

u z w = c > i p 9 , 

also 



ist, so ist 



dw p_ 



und nach* dem Obigen ist folglich 

Nach einer bekannten Eigenschaft der Flächen des zweiten Grades 
ist aber 

a'6'p = abc\ 
folglich nach dem Vorhergellenden 

Integrirt man nun zwischen den gegebenen Gränzen , so erhält 
man 

r=^ nww-«')— }K" -./•)( 

oder, wie man leicht findet, 

also, wenn man innerhalb der Parenthesen »" 9 addirt und 
subtrahirt, 

Sind jetzt «', /?' und er*, die Halbaxeu der den Körper, dessen 
Volumen V gesucht wird, begrenzenden paralleleu Schnitte; so ist 

C u — abc » c n — ahe ' 

und für die Entfernung / der Ebenen der beiden parallelen Schnitte 
von einander hat man die Proportion 
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u" — n' : t = tf : p, 



dt 
P 



folgt. Führt man nun diese Ausdrücke von d % — c"» — 
tS in den obigen Ausdruck von Fein, so erhält man 

Bezeichnen wir jetzt durch und ZJ die Flächeuräume der den 
Körper, dessen Volumen V ist, begrenzenden parallelen Schnitte, 
und durch 8 den eubischen Inhalt der mit dem Durchmesser / be- 
schriebenen Kugel; so ist 

A = «'/Ftt, B = * = ***V 

und folglich nach dem Obigen 

Dies giebt den folgenden Satz: 

Das Volumen eines jeden von zwei parallelen Schnit- 
ten einer Fläche des zweiten Grades als Grundflächen 
und dieser Fläche des zweiten Grades als Seitenfläche 
eingeschlossenen Körpers ist gleich der mit seiner 
Höhe mul tiplicirten halben Summe seiner beiden Grund- 

flächen, plus dem mit — p multiplicirten Volumen der 

mit seiner Höhe als Durchmesser beschriebenen Kugel. 
Für die Kugel ist a = 6 = c = p, also 

r={t(A + B) + S, 

worin der oben erwähnte, in den Llements de Glomltrie par 
Legendre. Onzieme Edition. Li vre. VIII. Prop. XVIII. be- 
wiesene Satz von der Kugel enthalten ist. 

Für ein Hyperboloid mit einem Fache muss man für a, b, c 

respective aV" — 1, iiv — 1, c setzen, und erhält hierdurch aus 
dem Obigen leicht 

Für ein Hyperboloid mit zwei Fächern erhält Herr Booth, indem 
er für «, 6 t c, p respective «, &, cV — 1, pV — 1 setzt, denselben 
Ausdruck von V wie vorher. 

Für das elliptische Paraboloid findet Herr Booth V=±t(A-\-B). 

Es scheint uns dieser Gegenstand eine ausführlichere, recht 
strenge und deutliche, mehr in's Kinzelne gehende und alle ver- 
schiedenen Arten der Flächen des zweiten Grades gehörig berück- 
sichtigende Behandlung wohl zu verdienen, aber auch noch zu 
bedürfen. 

G. 
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Physikalische Bemerkungen. 

Von dem Herrn Professor und Director F. Streblke zu 

Da u zig. 

(Diese Bemerkungen sind von dem Herrn Verfasser in dem Programm der 
Petrischule zu Danzig von Michaelis 1842 mitgetheilt worden. Ich 
, .lasse dieselben hier Wieder abdrucken, weil ich die Ueberzeugung hege, 
dass sie insbesondere Lehrern, denen kein sehr vollständiger physikali- 
scher Apparat zu Gebote steht, gewiss sehr angenehm sein werden, 
und weil dieselben auch einein Zwecfce des Archivs, der in der Ankün- 
digung desselben von mir weiter besprochen worden ist, auf eine aus- 
gezeichnete Weise entsprechen. Möchten sich auch andere Lehrer 
der Physik zu recht vielen dergleichen sehr nützlichen Bemerkungen 
veranlasst finden! G.) 

1. Wenn man durch eine einfache Glaslinse einen weissen 
Kreis ansieht, so erscheint derselbe in einer gewissen Entfernung 
mit violettem, in einer andern mit gelbrothem Farbensnume, man 
soll die Bedingungen, unter denen dies geschieht, angeben *). 

2. Man scheint häufig genug zu vergessen, dass ein Sammel- 
glas oder ein Hohlspiegel mit dem Auge verbunden schon ein Fern- 
rohr giebt. 

3. Von dem bekannten Busolt sehen Farbenkreisel kann man 
eine mehrfache nützliche Anwendung machen. — Legt man auf 
den rotirenden Kreisel eine Kreisscheibe mit gleich weit von ein- 
ander abstehenden Löchern, so wird ein Luttstrom, den man durch 
dos abgeschnittene Ende eines Federkiels durch Blasen mit dem 
Munde hervorbringt, einen Ton erzeugen, von dem man sogleich 
die nächst höhere Oktave hört, wenn man denselben Luftstrom 
durch eine doppelt so grosse Anzahl von Löchern auf derselben 
Scheibe gehen lässt. Mo dient der* Busoltsche Kreisel als eine 
unvollkommene Sirene. — Um zu zeigen , dass bei rotirenden 
kreisförmig gebogenen elastischen Streifen die Kreisform durch die 
Centrifugalkraft in eine elliptische verwandelt werde, verbindet 
man 2 parallele Ringe aus Notenpapier mit 4 oder 6 kreisförmig 
gebotenen Meridians! reifen von demselben Papier. Legt man diese 
Vorrichtung so auf die Axe des Kreisels, dass die beiden Ringe 
in der Axe liegen, so wird der obere Ring herabgehen und das 
Ganze dem Au^e ein Ellipsoid zeigen, dessen Abplattung um so 
geringer wird, je laugsamer sich allmählich der Kreisel bewegt. — 
Um die Dauer des Lichteindrucks einer grössern Menge von Schü- 
lern recht augenfällig zu machen, schreibt man auf Eine Seite 



Ä ) Bei den folgenden Mittbeilungen aus der Experimental -Physik habe ich 
durchaus nicht die Besitzer kostbarer physikalischer Apparate im Auge, 
sondern Lehrer an Bürgerschulen, die wie die unsrige nur über eine 
geringe Anzahl möglichst zweckmässig anzuwendender Hülfsmittel zu 
gebieten haben. 

Str. 
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eines Rechtecks von weisser Pappe etwa die Worte: „Dauer des 
auf die andere Seite: Lichtein drucks", und befestigt dieses Recht- 
eck mit etwas Wachs auf der höchsten Stelle des Kreisels, so dass 
die Rotations» Axe des Kreisels mit der die Mitten der horizonta- 
len Seiten des Rechtecks verbindenden Geraden zusammenfällt; 
dann wird jeder an seiner Stelle die 3 Worte gleichzeitig lesen 
können, so lange der Kreisel rotirt. — Von dieser Dauer des 
Licbteindrucks kann man auch Gebrauch machen, um die Rotations- 
körper, den senkrechten Kegel, den Cylinder, die Kugel, das Ellip- 
soid, das Hyperboloid und das Paraholoid durch Rotation der ent- 
sprechenden ebenen Curven, die man sauber gezeichnet aus feiner 
Pappe ausschneidet, zu zeigen. — Hotirt der Kreisel mit tnehrern 
farbigen Flügeln belastet im Sonnenschein, so erscheint der Schat- 
ten von der Axe des Kreisels in den verschiedeneu komplementä- 
ren, Farben, also grün in der Rotations -Ehene des rothen Flügels, 
violett in der Ebene des gelben Flügels u. s. w. 

4. Der Gegensatz der beiden Elektricitäten tritt auf eine 
eigenthüraliche Weise in folgenden Versuchen mit 2 Stanniol- 
Scneibchen von etwa 5 Linien Durchmesser, die an Coconfäden 
hängen, hervor. Ilm die Scheibchen einander zu nahern oder sie 
von einander zu entferuen, befestigt man dieselheu mit etwas 
Wachs auf den Spitzen eines Zirkels dessen einer Schenkel an 
einem horizontalen Gegenstande mit Bindfaden befestigt wird, und 
dessen zweiter Schenkel sich in derselben horizontalen Ebene be- 
wegen lässt. Elektrisirt man die beiden Stanniolblättchen mit 
gleichartiger Elcktricität, so divcrgiren die Coconfäden, aber die 
Blättchen kehren ihre breiten Flächen einander zu; werden sie da- 
gegen mit entgegengesetzten Elektricitäten geladen, so konvergi- 
ren die Fäden, aber die Scheibchen stellen sich so, dass die Ebene 
des einen in der Verlängerung des andern liegt. Diese letzte Stel- 
lung tritt auch ein, wenn das eine Scheibchen nicht elektrisirt ist, 
wegen des Gesetzes der Vertheilung. 

5. Um zu zeigen, dass die erhitzte atmosphärische Luft ein 
guter Leiter der Elektricität ist, entlade man eine Leidner Flasche 
so, dass der eine Knopf des Ausladers, eine Lichtflamme und der 
Knopf der Leidner Flasche ein gleichseitiges Dreieck bilden; dann 
geht der elektrische Funke nicht auf dem kürzesten Wege, vom 
Kuopfe der Leidner Flasche zum Auslader, sondern durch die bei- 
den andern Seiten des Dreiecks, vom Knopfe der Leidner Flasche 
in die Flamme und von da zum Ausiader. 



6. In der Lehre von der Elektricität wünschte ich heim Un- 
terrichte von folgendem leicht anzustellenden Versuche Farad ay's 
Gebrauch gemacht. Wenn man durch 2 Platinspitzen, wozu 2 
Stückchen des feinsten käuflichen Platindraths hinreichen, dir Elek- 
tricitäten des positiven und negativen Conduktors einer gewöhnlichen 
Elektrisirmascliine über ein mit JodkaliumlÖsnng befeuchtetes Pa- 
pier entladet, so dass die vertikal gestellten, ohngefähr 2 Zoll von 
einander entfernten Spitzen das Papier unmittelbar berühren, so 
zeigt sich das ausgeschiedene Jod an der positiven Spitze, wie es 
auch bei der Anwendung Eines Plattenpaars einer Voltaschen Kette 
geschieht. Au der negativen Spitze zeigt sich kein brauner Fleck. 
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Sobald aber beide Spitzen um eine kleine Entfernung von dem Pa- 
piere abstehen, so dass kleine elektrische Funken von den Spitzen 
zu dem befeuchteten Papier überschlagen müssen, alsdann zeigeo 
sich unter beiden Spitzen braune Flecken von dem an beiden Stel- 
len freiwerdenden Jod, welches die aus der atmosphärischen Luft 
durch den elektrischen Funken gebildete Salpetersäure aus dem 
Jodkalium ausgeschieden hat. 

7. Als Segn ersehen Wasserkreisel benutze ich eine an einem 
Faden hängende oben offene Röhre von Messingblech mit 2 hori- 
zontalen dünnen Röhren, auf welche 2 kurze rechtwinklicht gebo- 
gene Röhren aufgepasst sind. Bilden die horizontalen Röhren mit 
ihren aufgepaßten Stücken die Form eines lateinischen Z, so er- 
folgt Drehung, bilden sie die Form einer Klammer, so erfolgt 
Stillstand. Für denselben Zweck dienen bei der Elektricität 2 io 
ihrer Mitte mit konischeu Vertiefungen versehene Messingdrähte, 
oder eine freie, auf ihrem Hütchen schwebende Magnetnadel, an 
deren Enden rechtwinklig auf die Axe der Nadel 2 geradiinigte 
Stückeben Stanniol angedrückt werden. Lässt man den Z förmig 
gebogenen Draht im Dunkeln sich drehen, so gewahrt man einige 
bemerkenswerthe Erscheinungen. Da das elektrische Licht ein dis- 
continuirliches ist, eine Lichtentwickelung mit Lichtpausen, so 
zeigt das elektrische Rad keinen ununterbrochenen Kreis, sondern 
ein kreisförmiges Strahlengeflecht, gebildet aus lauter Strahl en- 
büscbeln. Dreht man die Scheibe der Elektrisirmaschiue langsam, 
so treten nur einzelne Strahlen in der Peripherie des Rades her- 
vor, bei schnellerer Drehung der Scheibe wird das Geflecht immer 
dichter, aber man kann noch immer die einzelnen Strahlen unter- 
scheiden. Wird in die Nähe des elektrischen Rades eine 2te elek- 
trische Wirkungssphäre, z. B. der Knopf einer geladenen Leidner 
Flasche gebracht, so fehlt in der Wirkungssphäre die Ausströmung, 
folglich auch das Licht, und der Strahlenkreis ist an dieser Stelle 
unterbrochen. Hält man den Draht der Leidner Flasche ohngefäbr 
in die Richtung des Durchmessers des elektrischen Rades, entweder 
einige Liuien ober- oder unterhalb 'der Rotations- Ebene, so hat 
der Lichtkreis an zwei entgegengesetzten Stellen zwei Unter- 
brechungen des Lichtes. 

, 8. Wenn man eine sehr starke Entwickelung von freilich we- 
niger reinem Wasserstoffgase haben will, so legt man zu den 
Zinkstücken kleine eiserne Kugeln oder Nägel. Dann vermehrt 
die Contact • Elektricität die Entwickelung des Wasserstoffgases 
auf eine ausgezeichnete Weise. 

9. Besitzer von Voltascheu Säulen aus einzelnen Kupfer- und 
Zinkplatten thun am besten, dieselben Paarweise zusammenlöthen 
zu lassen. Die Säule kann dann mehrere Stunden hindurch mit 
stets wachsender Wirkung benutzt werden , wenn man sie oft um- 
baut und nur dafür sorgt, dass die Salmiak- Auflösung, die jedes- 
mal aus den Tuchplatten ausgedrückt wird, von Zeit zu Zeit durch 
Zulegen von Salmiak in einem gewissen Grade der Coocentration 
erhalten wird. Je stärker die Kupfer- und Zinkplatten oxydirt 
werden, desto stärker wirkt die Säule. Man thut daher gut, z. B. 
die Glübversuche bis zu einer der letzten Aufstellungen aufzuspa- 
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ren. Das Umlegen der Platten geschieht in wenig Minuten, da es . 
bei solchen Versuchen nicht an hülfreicben Händen fehlt. Sind die 
Platten nicht zusamniengelöthet, so kann die Säule nur Ein Mal 
gebraucht werden und die Platten müssen, ehe sie wieder in der 
Säule tbätig Bein können, zuvor gereinigt werden, da beim Umle- 
gen das Eintreten von saurer Auflösung zwischen die Platten, die 
sich immer mit blanker Oberfläche berühren sollen, nicht gut ver- 
mieden werden kann. 

\ " 9 . 

, 41 • 0 I 

10. Wenn man in verdünnter Schwefelsaure kupferne Schei- 
ben, etwa Kupfermünzen in Berührung mit Zinkstücken bringt, so 
steigen die Wasserstoffbläschen des Kupfers am Rande nicht verti- 
kal aufwärts, sondern auf einem gekrümmten Wege, als wenn eine 
Kraft vom Rande sie nach der "Mitte der Scheibe triebe. Man be- 
merkt diese Erscheinung auch bei der unabhängigen Auflösung des 
Zinks in verdünnter Schwefelsäure. Nimmt man als negatives Me- 
tall Platin, so steigen die Bläschen vom Rande vertikal in die 
Höhe. 

11. Mit einem etwas grössern Magnete in Hufeisenform kann 
man die durch Vertheilung im Eisen hervorgebrachte Anziehung 
und Abstossung des gleichartigen und ungleichartigen Magnetismus 
auf eine recht augenfällige Weise zeigen. Man legt über den mit 
beiden Polen horizontal gelegten Magneten eine denselben ganz 
bedeckende Glastafel und an die Krümmungsstelle parallel der durch 
die beiden Pole gezogenen geraden Linie etwa 3 wohl abgedrehte 
Cyliuder von weichem Eisen von wenigstens 1 Linie im Durchmes- 
ser, und solcher Länge, dass jeder Cyliuder die Breite des Huf- 
eisens überspannt; danu gehen die eisernen (Minder zu den Polen 
mit beschleunigter Bewegung, eilen darüber hinaus, kehren zurück 
und bleiben, jedoch immer getrennt von einander, in den Stellun- 
gen, welche durch die gegenseitige Abstossung ihrer gleichartigen 
Magnetismen und der ungleichartigen des nächsten Pols bedingt 
werden. 

12. Zur Erläuterung der Magneto -Elektricität nehme ich 2 
Drathspiralen von Kupier mit Seide umwickelt. Die beiden Enden 
jeder Drathspirale , die gerade so gross ist, dass in jede ein Pol 
eines hufeisenförmig gekrümmten Magnetstabes gesteckt werden 
kann, können in die beiden Quecksilbergefasse eines Galvanometers 
getaucht werden. Indem man die 4 Drahtenden der Spiralen in 
geeigneter Weise mit den beiden Quecksilbergefässen des Galvano- 
meters kombinirt, lässt sich zeigen, dass zwei gleiche und entge- 
gengesetzte elektrische Ströme sich aufheben, zwei in derselbeu 
Richtung fliessende elektrische Ströme sich in ihrer Wirkung ver- 
doppeln, wobei immer dieselben durch die beiden Magnetpole er- 
regten Ströme in Anwendung kommen. 

13. Wenn man ein verkorktes Glasgefäss, worin etwas Wasser 
befindlich ist, in der Mitte eines Zimmers auf einen Tisch stellt, 
so bemerkt man nach einiger Zeit an den den einzelnen Fenstern 
zunächst gelegenen Stellen des Glases einen Niederschlag des 
Hasserdampfes in tropfbarer Gestalt. Steht das Gefass in der 
Nähe eines Fensters, durch welches man die Aussicht auf Gebäude 
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hat, zwischen denen freier Himmel hindurchblickt, so bemerkt man 
in der Form der Begränzung des Niederschlags einen Einfluss der 
Configuration der lichten und dunkeln Stellen, welche die Aussicht 
des Fensters bestimmen. Steht das Glasgefäss in 'einem Glas- 
schranke, so gewahrt man auch an der dem Fenster des Glas« 
scbranks und dem nächsten Stubenfenster zugewandten Seite eine 
Verdichtung des Wussenlampfs, weil das zunächst befindliche Fen- 
ster des Glasschranks durch Ausstrahlung der Wärme gegen das er- 
kältete Fenster des Zimmers abgekühlt worden ist. 

14. Die gewöhnlichen Luftpumpen reichen hin, um selbst bei 
einer Temperatur von -f- 15° R. das Wasser zum Gefrieren zu 
bringen. — Man stellt über die Oeffnung des Tellers der Luft- 
pumpe einen offenen einige Zoll langen Glas- Cy linder, legt darauf 
ein Uhrglus, an dessen Rand 3 Wachskügelchen geklebt werden. 
Darauf wird etwas Wasser in das Uhrglas gegossen und ein zwei- 
tes gleich grosses Uhrglas auf die Wachskügelchen gedrückt, wo- 
durch man eine Wassel schient zwischen den beiden Gläsern erhält 
Giesst man nun etwas Schwefeläther in das obere Uhrglas, setzt 
schnell die Glocke darüber und evacuirt, so gefriert die Wasser- 
schicht in kurzer Zeit. # 

15. Dass im luftverdünnten Räume eine Lichtflumme erlischt, 
wird' offenbar durch 2 Ursachen hervorgebracht. Schliesst man den 
Zusammenhang zwischen der atmosphärischen Luft und der Luft 
der Glocke, stellt auf den Teller der Luftpumpe eine kleine Schaale 
mit entzündetem Alkohol oder Schwefeläther und bedeckt die 
Schaale schnell mit der Glocke, so erlischt wegen mangelnden 
Oxygens die Flamme sehr bald und die Glocke haftet fest an dem 
Teller. Stellt man die Verbindung zwischen der atmosphärischen 
Luft und der Luft der Glocke wieder her, so dringt die äussere 
Luft hörbar ein. In den meisten Fällen wird die Licht flamme schon 
durch Verbrennung des Oxygens erloschen sein, ehe noch die Luft- 
verdünnung duzu beitragen kann. 

16. In der Lehre von der Elektricität ist es ebenfalls nicht 
genau, wenn man sagt, dass bei der Entladung verstärkter Elektri- 
cität über Wasser die Kugeln des Ausladers erheblich weiter von 
einander entfernt sein können, als ohne dasselbe; denn es kommt 
offenbar auf die Summe der Erhebungen der Kugeln des Ausladers 
über die Wasserfläche an, und diese Entfernung wird man ziemlich 
gleich jener linden, bei welcher der Funke einer elektrischen Bat-, 
terie ohne Hinzuziehung einer Wasserfläche von einer Kugel des 
Ausladers zur andern überschlägt. 



i 
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Neue Untersuchungen über die Bestimmung 
einer gleichseitigen Hyperbel vermittelst vier 

gegebener Bedingungen. 

^ 00 

Herrn Fr. Seydewitz 

Oberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadr. 



Die „Recherches sur In dlterminntion d'une liyperbole £quila- 
tere, au mnyen de quutre conüitions donne*es, par M. M. Brian- 
clion et Poncelet" im Uten Bande der Gergonne'schen An na« 
leg de Mathe matiqu es, pag. 205 — "ZW, folgten auf eine ähnliche 
Abhandlung im 8ten Bande derselben Annalen, in welcher Herr 
Coste Briancbon's Konstruktionen der Kegelschnitte auf den 
besondern Fall der Parabel ungewundt hatte. Während aber die 
letztere für uns kein Interesse weiter als das von Corollaren dar- 
bietet, welche durcb Annahme einer unendlich • entfernten Tangente 
unter fünf Bedingungs-Elementen sich unmittelbar aus bereits ge- 
lösten allgemeinern Aufgaben ableiten lassen, entspricht die erstere 
auch jetzt noch einem wesentlichen Bedürfniss der Wissenschaft, 
indem die allgemeinere Aufgabe, einen Kegelschnitt vermittelst 
des Asymptoten -Winkels, /// beliebiger Punkte und 4 — m beliebi- 
ger Tangenten zu bestimmen, soviel ich weiss, noch nicht zur Er- 
ledigung gekommen ist. lo dem Folgenden sollen diese Unter- 
suchungen fortgesetzt werden. Vorher aber dürfte es angemessen 
erscheinen, die in jener Abhandlung enthaltenen Aussagen, deren 
Beweise eine recht passende Tebung für Schüler sein werden, hier 
kurz ins Gcdächtniss zurückzurufen. 

Lehrsätze. 

«. In jedem, einer gleichseitigen Hyperbel eingeschriebenen 
Dreieck ist der Durchschnitt der drei Höhen ein Punkt der Curve. 

!>. In jedem, einer gleichseitigen. Hyperbel eingeschriebenen 
recbtwinkligen Dreieck ist die der Hypotenuse entsprechende Höhe 
eine Tangente an der Curve. 

Tbeil III. 15 
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c Legt man durch jeden der Mittelpunkte zweier Sehnen 
einer gleichseitigen Hyperbel, oder auch durch jeden von zwei be- 
liebigen Punkten, oder durch einen der erstcren und durch einen 
der letzteren bezüglich eine Parallele mit der Sehne oder mit der 
harmonischen Polare des anderen Punktes, so geht der Kreis, 
welcher diese zwei Punkte und den Durchschnitt der beiden Paral- 
lelen enthält, durch den Mittelpunkt der Curve. 

(/. Ist von drei Punkten ein jeder in Bezug auf eine gleich- 
seitige Hyperbel der harmonische Pol der Geraden, welche die 
beiden anderen enthält, so geht der durch diese drei Punkte be- 
stimmte Kreis durch den Mittelpunkt der Curve. 

e. Der Kreis, welcher die drei Durchschnitte der Diagonalen 
eines vollständigen Vierseits enthält, geht durch die Mittelpunkte 
der diesem Vierseit eingeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln. 

f. Der Kreis, welcher die drei Durchschnitte der Gegenseiten 
eines vollständigen Vierecks enthält, geht durch den Mittelpunkt 
der diesem Viereck umschriebenen gleichseitigen Hyperbel 

g. Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, welche 
einerlei Dreiecke umschrieben sind, liegen auf dem Umfange des- 

j'enigen Kreises, welcher durch die Fusspunkte der Höhen dieses 
)reiecks geht, und der zugleich auch die drei Seiten und die Ab- 
stände der Ecken von dem Hühenpunkte des Dreiecks hälftet. 

Aufgaben, 

welche durch diese Sätze gelöst worden sind: 

Eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben, von welcher man 
a) 3 Punkte und die Tangeute in einem derselben; b) 2 Punkte 
und die Tangenten Lp beiden-, c) 2 Punkte, die Tangente in einem 
dieser Punkte und irgend eine andere Tangente; d) 4 Punkte; 
e) 3 Punkte und eine beliebige Tangente $ /) 4 Tangenten kennt 

f 1. 

Sind (Taf. IV. Fig. 1.) Sp, Sq die Asymptoten einer beliebi- 
gen Hyperbel, und aa xy bb x zwei beliebige Tangenten derselben, 
welche den ersteren bezüglich in a, b\ a x , b x begegnen, so sind 
bekanntlich die Geraden ab x und a x b parallel, und man hat dem- 
nach, wenn noch durch den Durchschnitt C von aa x und hb x die 
Geraden Cp } Cq mit den Asymptoten parallel gezogen werden: 

ap : Sp = aC : a x C=b x C : 6C=8p : 6p, 

■ 

V 

also ap .bp = Sp*, und macht man sp = 8p, so ist: 
. ■ ■ 

Sa : sa = Sp . (8p -+-pa) : sp . (*p — pa) = 

pa . (pb+Sp) : pa . (pb — *p) = 

Sb : *b) d. h. 

die vier Punkte a, b und demnach auch die vier Strahlen 
CS, Ca s Cs, Cb sind harmonisch; und da das Nämliche von den 
vier Strahlen CS, Cp, Cs, Cq gilt, weil Cq\\8p und Sp = sp, 
da ferner zur Bestimmung der Strahlen Cp und Cq der Punkt C 
und die blosse Richtung der Asymptoten hinreichen, und da die 
Lage zweier Strahlen CS, Cs vollkommen bestimmt ist, wenn sie 
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mit jedem von zwei gegebenen Linienpaaren harmonisch sind, so 
erhalten wir den 

* - • 

Satz 1. 

'••••■» 
Die Mittelpunkte aller Hyperbeln, welche zwei ge- 
gebene Gerade berühren und nach denselben zwei un- 
endlich-entfernten Punkten gehen, gehören einem Sy- 
steme von zwei geraden Linien an, welche sowohl mit 
den beiden gegebenen, als mit den, von ihrem Durch- 
schnitte nach den unendlich-entfernten Funkten gehen- 
den Geraden harmonisch sind. 

Wir können das in Rede stehende System zweier Geraden 
leicht vermittelst des blossen Lineals und eines festen Kreises con- 
struirenj Sind nämlich (Taf. IV. Fig. 2.) die Linienpaare Ca, Ca x 
nnd Cb, Cb x gegeben, und ist eine beliebige Gerade A gezogen, 
welche von ihnen in den entsprechenden Punkten a, a x ; o, b x ge* 
schnitten wird, so verbinde man diese Punkte mit einem beliebigen 
Punkte B des Hülfskreises durch die Geraden a, a x , b x , welche 
ihn zum zweitenmal in den entsprechenden Punkten a. /?, ß x 
schneiden; ziehe sofort die Geraden aß und a t ß x oder //" und b' ox 
welche sich im Punkte a 0 , und die Geraden aß x und a t ß oder b° , 
und b Q , welche sich im Punkte ß 0 kreuzen; ziehe endlich die Ge- 
rade a o ß 0 , die dem Kreise in den Punkten yundy x begegnet, und 
verbinde die letzteren mit'// durch zwei Gerade c und c x , welche 
die Gerade A in den gleichnamigen Punkten schneiden. Zuletzt 
ziehe man die Geraden Cc und Cc xx so sind dieselben sowohl mit 
Ca, Ca x , als mit C6, Cb x harmonisch. 

Denn zieht man noch die Geraden ay, ay x und a x y, a x y x oder 
e\ c° x und c Q , c' Q , so sind der Reihe nach folgende Doppelver- 
hältnisse einander gleich: - 

• »\ • • ', 

bc h x c sin . bc . sin . h x c sin . b°c° sin . b° x c° 

bc x * b x c t sin . bc x ' sin . b x c x sin . b°c° t * sin . b° x c° x 

a 0 y t ß Q y sin . b' 0 c 0 t sin . b 0 c 0 sin . b x c sin . bc 

' ~ a 0 y x ' ß 0 y t sin . b' a c' p " sin . b Q (f 0 sin . b x c x ' sin . bc x 

b x C bc x 

b x c x ' bc x J 

oder mit Worten: Es sind der Reihe nach die Gerade A, die 
Strahlbüschel B, «, die Gerade a o ß 0 , die Strahlbüschel a x , B, und 
die Gerade A in Ansehung der entsprechenden Kiemente b, c, 
b xt e % % b, c, b x , c x ; b°, >, b° t , c\; a oi y, ß 0 , y x ; b' Q , c oy 

f'nü c i 0 t ; b x , c, b, c x projektivisch; folglich ist auch 
die Gerade A mit sich selber in Ansehung der entsprechenden 
Punkte c, b x , c x und b x% c, b, c x projektivisch; also bc : bc x 
= b x c : b x c x , und ebenso zeigt man, dass ac : ac x = a x c : a x c x , 
woraus folgt, dass auch die Strahlbüschel Cb, Cc, Cb t , Cc x und 
Ca, Ce, Ca x , Cc x beide harmonisch sind. (V r gl. Stein er's Abb. 
geom. Gest. #. 17. II., $. 46. JH. und Geometrische Kon- 
struktionen §. 20., Au fg. 4.). 

Für den Fall der gleichseitigen Hyperbel ist der Asymptoten- 
Winkel ein rechter, folglich (Tat'. IV. Fig. 1.) Cp senkrecht auf 
Sp und W. BCptmVt. sCp-, also: 

15* 
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Satz 2. 

Die Mittelpunkte aller gl eichseitigeo Hyperbeln, 
welche zwei gegebene Gerade berühren und deren 
Asymptoten einerlei Richtungen haben, gehören einem 
Systeme von zwei geraden Linien an, welche mit den 
beiden gegebenen Geraden harmonisch sind, und mit 
einander Winkel bilden, die nach diesen Richtungen 
hin gehälftet werden. 

Anmerkung: Nimmt man auf der Verlängerung von Cp 
einen Punkt M so an, dass Mp . Cp = op . bj> aas Sp x ss sf>* , so 
ist ^Mpa co ^Cpb, und ^Mpb oo &CP a \ a ' so W. aMp = VV. 
und W.atpzzzW. Mbp; folglich auch W. «t£= W. apM = K, 
und W. W. ö^C= R. Demnach ist M der Höhenpunkt des 

Dreieks Cab. Ferner ist W. ein rechter, weil Mp.Cp=Sp*> 

und es ist MS* r=i Mp . MCz=z Mk . Mb. Beschreibt man also 
um M mit MS = Ma y als Halbmesser, einen Kreis, welcher Ca 
in T und t schneidet, so ist MT 2 = Mf 2 = Mk . Mb , also 
W. MTb = XH. Mtbz=zil. Demnach sind nicht nur CS und Ct, 
sondern auch bT und /// Tangenten dieses Kreises, und jede Ecke 
des Dreiecks Cab ist demzufolge der harmonische Pol ihrer Ge- 
genseite. Aus diesem Grunde nennen wir diesen Kreis den zu 
dem Dreiecke Cab, (welches immer stumpfwinklig sein muss), 
zugehörigen harmonischen Kreis. 

f. 2. * 

Denken wir uns jetzt drei Gerade a 9 b % c gegeben, und aus 
ihren Durchschnitten J, B, C drei beliebige Parallelen p, />, 
gezogen, so liegt nach dem Vorigen der Mittelpunkt einer gleich- 
seitigen Hyperbel , welche die Geraden a, b, c berührt und deren 
eine" Asymptote mit />,, p 2 einerlei Richtung hat, auf einer von 
zwei Geraden *S T und #, welche mit c und b harmonisch sind, und 
einen Winkel einschliessen, der von p gehälftet wird; ebenso aber 
auch auf einer von zwei Geraden S t und und wieder auf einer 
von zwei Geraden S 2 und # 3 , welche resp. mit c und a, mit a und 
b harmonisch sind und mit einander Winkel bilden, die von 
von p % gehälftet werden. Diese drei Paar Geraden schneiden sich 
also in denselben vier Punkten <r, o*,, o"„ tf a . Ferner ist von den 
in Taf. IV. Fig. 3. näher bezeichneten Winkeln 

SS t =pS l —pS und ##, =p i * l —p x *i 

aber da 

p\\p x und W.pS=W.p*, W.MtsW^,f ti | 

so ist 

W. pS = W- p* = Vf.p l9 und W.pS t ss W. p t B t *=r W, >» 5 

folglich ist W. SS l = \V. ss l und es liegen demnach die viel 
Punkte ff, <v cr 2 , o t auf dem Umfange eines und desselben Krei 
ses. In Bezug auf diesen Kreis aber sind offenbar die Ecken J 
B. C des von a, 6, c gebildeten Dreiecks die harmonischen Pol< 
ihrer Gegenseiten; er ist also der zu diesem Dreiecke zugehörig« 
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harmonische Kreis und daher von der Annahme der Parallelen 
p, p„p 2 unabhängig. Hieraus ergibt sich folgender merkwürdige 



Satz 3. 

Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, 
welche drei gegebene Gerade berühren, liegen auf dem 
Umfange eines einzigen Kreises, nämlich des harmoni- 
schen Kreises, welcher zu dem von den gegebenen Ge- 
raden gebildeten Dreiecke gehört; und zwar sind jede 
vier Punkte dieses Kreises, welche ein vollständiges 
Viereck bilden, dessen Gegenseiten mit den gegebenen 
Geraden paarweise convergiren, die Mittelpunkte sol- 
cher vier gleichseitigen Hyperbeln, welche einerlei 
Asymptoten-Richtung haben; und man erhält diese Rieh, 
tung, wenn man die von den Gegenseiten jenes Vierecks 
gebildeten Winkel haftet. 

Anmerkung: Im Obigen liegt zugleich der Beweis des von. 
Herrn Heinen im 3. Bande des Crelle'schen Journals be- 
kannt gemacbten Satzes, dass in einem Kreisviereck die sechs Li- 
nienpaare, welche die von den Gegenseiten und von den Diagona- 
len gebildeten Winkelhälften, drei zu drei parallel sind. 

».3. 

Lassen wir zwei der so eben betrachteten Geraden a, b, c 
mit einander einen Winkel von zwei Rechten bilden, so fallen die 
beiden Punkte, in welchen sie von einer beliebigen gleichseitigen 
Hyperbel berührt werden, mit einander und mit dem Durchschnitte 
beider Geraden, also mit einem gegebenen Punkte zusammen. Fällt 
man von diesem Punkte, z. B. /, eine Senkrechte auf die dritte 
.Gerade a, und errichtet im Durchschnitte von a und b (oder e) 
auf b (oder c) eine zweite Senkrechte, so stellt der Durchschnitt 
dieser beiden Senkrechten auch jetzt noch den Mittelpunkt, and 
der Durchschnitt von a und b einen Punkt des §. 1. und $. 2. be- 
sprochenen Kreises vor, und wir erhalten, als Corollar des vori- 
gen, noch folgenden 

Satz 4. 

Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, 
welche zwei gegebene Gerade und zwar die eine iu 
einem gegebenen Punkte berühren, liegen auf dem Um- 
fange eines einzigen Kreises, welcher die letztere im 
Durchschnitte beider Geraden berührt, und dessen Mit- 
telpunkt auf derjenigen Senkrechten lieg*, welche aus 
dem auf der einen gegebenen Punkte auf die andere Ge- 
rade gefällt wird. 

; *. 4. 

Die drei letzteren Sätze genügen nun zur Auflösung folgender 
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der einen und die Richtung einer Asymptote; e) 2 Tan- 
genten und ihre Berührungspunkte; d) 3 Taugeuten und 
die Richtung einer Asymptote; e) 3 Tangenten und den 
Berührungspunkt der einen;/*) 4 Tangenten kennt. 

Es lassen sich nämlich immer zwei Oerter des Mittelpunktes 
der gesuchten Hyperbel, und vermittelst dessen sodann Alles andere 
finden. Uebrigens wird man bemerken, dass die Aufgaben a). b) 
und d) nur besondere Fälle der schon gelösten allgemeineren sind : 
a) einen Kegelschnitt zu beschreiben, tou welchem man einen 
Punkt, drei beliebige Tangenten und den Berührungspunkt der 
einen; 6) 2 Punkte, 2 beliebige Tangenten und den Berührungs- 
punkt der einen; d) 2 Punkte und S Tangenten kennt. Ferner 
wird man fiuden, dass nicht nur die Aufgaben c) und /), sondern 
auch, was sie selber nicht bemerkt zu haben scheinen, die Aufgabe 
e) vermittelst der von den Herren Brian chon und Poncelet ent- 
deckten Satze aufgelöst werden können. Bilden nämlich zwei Seiten 
eines um eine gleichseitige Hyperbel beschriebenen Vierseits mit 
einander einen ^Vinkel von zwei Rechten, so erhält man, wie sehr 
leicht einzusehen, als Zusatz zu dem oben unter e angeführten 
Satze noch den folgenden: 

Satz 5. 

Die Mittelpunkte derjenigen gleichseitigen Hyper- 
beln, welche drei gegebene Gerade, und zwar die eine 
in einem gegebenen Punkte berühren, liegen auf dem 
Umfange desjenigen Kreises, welcher die Verbindungs- 
linie des gegebenen Punktes und des Durchschni ttes der 
beiden andern Geraden in dem ersteren Punkte be- 
rührt, und die dritte Gerade zum zweitenmal in einem 
Punkte schneidet, welcher zu ihren Du rchschnittspunk- 
ten mit den beiden andern Geraden und zu dem gegebe- 
nen Berührungspunkte der vierte harmonische, und 
zwar dem letztern zugeordnete Punkt ist. 

Und auf ähnliche Weise Hessen sich aus den Lehrsätzen f und 
g noch folgende herleilen : 

Satz 6. 

Der Mittelpunkt derjenigen gleichseitigen Hjper- 
bel, welche durch drei gegebene Punkte geht und in 
einem derselben eine gegebene Gerade berührt, liegt 
auf dem Umfange eines Kreises, welcher den letzteren 
Punkt und den Dnrc Ii schnitt der gegebenen Geraden mit 
der Verbindungslinie der beiden andern Punkte ent- 
hält, und diejenige Gerade berührt, welche zu den Ver- 
bindungslinien des einen mit den beiden anderen ge- 
gebenen Punkten und zu der gegebenen Geraden der 
vierte harmonische, und zwar der letzteren zugeord- 
nete Strahl ist. 

Satz 7. 

Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, 
welche durch zwei gegebene Punkte gehen', und in 
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einem derselben eine gegebene Gerade berühren, lie- 
gen auf dem Umfange eines einzigen Kreises, welcher 
durch den gegebenen Berührungspunkt, durch den Fuss- 
punkt der, von dem andern gegebenen Punkte auf die 

Segebene Gerade gefällten Senkrechten und durch die 
itte des Abstandes der beiden gegebenen Punkte von 
einander geht. 

Endlich dürfen wir nicht übersehen , dass in den Aufgaben /), 
c) nnd c) einer der Kreise, der zur Bestimmung des Mittelpunktes 
der gesuchten Kurve dient, sich durch eine Gerade ersetzen lässt. 
Denn nach dem bekannten Newton'scheu Satze liegen ,,die Mittel- 
punkte aller Kegelschnitte, welche vier gegebene Gerade berüh- 
ren, auf derjenigen geraden Linie, welche die drei Diagonalen 
„des von jenen gebildeten vollständigen Vierseits kälftet;" und 
demzufolge „die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, welche drei ge- 
gebene Gerade, und zwar die eine in einem gegebenen Punkte 
„berühren, auf derjenigen geraden Linie, welche die letztere Ge- 
„rade und den Abstand des gegebenen Punktes vom Durchschnitte 
„der beiden anderen gegebenen Geraden kälftet; " und endlich 
..die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, welche zwei gegebene Ge- 
„rade in zwei gegebenen Punkten berühren, auf derjenigen gera- 
„den Linie, welche den Durchschnitt der gegebenen Geraden mit 
,.dem Mittelpunkte des Abstandes der gegebenen Punkte von ein- 
ander verbindet." 

Anmerkung 1. Vier beliebige Gerade bilden vier Dreiecke; 
also liegen die Mittelpunkte der gleichseitigen Hyperbeln, welche 
diese vier Geraden berühren, nach Satz 3. auf den Umfangen der 
vier, diesen Dreiecken zugehörigen karmoniseken Kreise. Verbin- 
den wir hiermit den Lehrsatz e und den Newton'scheu Satz, so 
ergibt sich: 

Satz 8. 

Die vier harmonischen Kreise, welche zu den von 
vier beliebigen Geraden gebildeten Dreiecken gehören, 
sowie derjenige Kreis, welcher die Durchschnitte der 
Diagonalen des von diesen vier Geraden gebildeten 
vollständigen Vierseits enthält, haben diejenige Ge- 
rade, welche diese drei Diagonalen kälftet, zur gemein- 
schaftlichen Sekante. 

Zugleich begegnen wir hier, zunächst für stumpfwinklige Drei- 
ecke, dem von Herrn Hei neu an der schon angeführten Stelle be- 
wiesenen Satze: 

« 

Satz 9. 

Die Hökenpunkte der vier Dreiecke, welche von vier 
beliebigen Geraden gebildet werden, liegen in einer 
geraden Linie. 

- Anmerkung 2. Die Aufgaben e) und c) führen zu äbnlicken 
Sätzen, als die vorigen, von denen sie im Grunde nur besondere 
Fälle sind. 

Anmerkung 3. Aus f . L Anmerk. und §. 2. ergibt sich 
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Satz 10. 

Konstruirt mun die vier harmonischen Kreise A, B, 
C\ O, welche resp. zu den, von vier beliebigen Geraden 
a, b, c, ä gebildeten (stumpfwinkligen) Dreiecken bcd, actf, 
abd, abc gehören, und zieht aus den Ecken ab> ac y 6c 
eines beliebigen dieser Dreiecke an die zu den drei an- 
deren gehörigen harmonische 1 n Kreise C\ B, A (wo mög- 
lich) drei Tangentcnpa>arc, so schneiden sich diese letz- 
teren gegenseitig in vier Funkten, und diese vier 
Punkte liegen auf dem Umfange des zum ersteren Drei- 
ecke abc zugehörigen harmonischen Kreises D. 

. Durch den 3ten Satz werden wir auch noch in den Stand ge- 
setzt, für den Fall, wenn drei Tangenten und ein beliebiger Punkt 
einer gleichseitigen Hyperbel gegeben sind — eine Aufgabe, welche 
in der , genannten Abhandlung ganz unerledigt geblieben ist — 
einen Kreis zu zeichnen, welcher den Mittelpunkt derselben ent- 
hält. Bs ist mir aber nicht gelungen, einen andern zweiten Ort 
dieses Mittelpunktes zu entdecken, als denjenigen Kegelschnitt, 
welcher die Mittelpunkte aller Kegelschnitte enthält, die 3 gege- 
bene Gerade berühren und durch einen gegebenen Punkt gehen. 
(Siehe Annales de Math. toin. XI. pag. 385 — 389). 

Was endlich den Fall betrifft, Wenn von einer gleichseitigen 
Hyperbel zwei Tangenten und zwei beliebige Punkte gegeben sind, 
so sehe ich mich geuöthigt, denselben einer besondern Untersuchung 
zu unterwerfen, weil sich hier in die Abhandlung der Herren Brinn- 
chon und Poncelet eine Unrichtigkeit eingeschlichen hat, welche 
durch Herrn Gergoone selbst noch verschlimmert worden ist. 

Frstere behaupten nämlich p. 218 ohne Beweis, dass „die Mit- 
telpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, welche zwei gegebene 
„Tangenten berühren und durch zwei gegebene Punkte gehen, auf 
„einem einzigen Kreisumfange liegen; M und hiermit übereinstim- 
mend pag. 219: „dass die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, welche 
„zwei gegebene Gerade berühren und durch zwei gegebene Punkte 
„gehen, «.uf einem andern Kegelschnitte liegen, welcher den Durch- 
„schnitt der. beiden gegebenen Geraden, den Mittelpunkt des Ab- 
„Standes der beiden gegebenen Punkte und den Mittelpunkt des 
„durch die ersteren auf der Verbindungslinie der letzteren bestimm- 
..ten Segmentes enthält/' 

Dagegen kommt Herr Gergonne in demselben Bande pag. 393 
durch analytische Betrachtungen zu dem Resultate, dass der letz- 
tere Ort weder ein Kegelschnitt, noch ein System von 
Kegelschnitten, sondern eine Curve vom 4ten Grade sei. — 
Wir werden sehen, dass im ersten Satze ein System von zwei 
Kreisen, und im letzten allerdings ein System von zwei Kegel- 
schnitten zu setzen ist, was, soviel ich weiss, noch nicht synthe- 
tisch bewiesen worden ist, und eine passende Gelegenheit darbietet, 
die Vorzüge der Steiuer'schen Methode an einem Beispiele zu 
zeigen. 

Es seien (Taf. IV. Fig. 4.) ZT, B l9 a, b vier beliebige Punkte 
eines Kegelschnittes. Bd\ B % c die Tangenten in B, if xi welche 
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von der Geraden ab in den Punkten d, c geschnitten werden; 
ferner seien die Geraden Ba, Bb. B x a. B x b gezogen: so sind, 
□ach Steiner's Abb. geora. Gest. Tbeil I. f. 38. III. die Strahl- 
hiischel B und B x in Ansehung- der entsprechenden Strahlen Ba y 
Bb, Btl, BB X und B t a, B x b, B X B, B x c projectivisch; das 
erste re aber ist mit der Geraden ab in Ansehung der entsprechen- 
den Elemente Ba y Bb, Bd. BB X und ar, b, d, f y und das zweite 
mit derselben Geraden in Ausehung der entsprechenden Elemente 
ß t a, Ii Jk B x B, B x c und a y b,f y c perspektivisch; also ist diese 
Gerade mit sich selber in Ansehung der entsprechenden Punkte 
*> f und a y b, f, c projektivisch; (Abb. geom. Gest. §. 11. 
HI.) d. h. 

•f. "f_ <ff . qc , qP ad.ac 

bd' t{f— bf bc 0ÜC hf* bd.bc* 



» 



ab _ ad ab qf ^ ^ af_ cf. ad 



also auch 



und 

l 

Th'-fd^Tb' tf 0 ™ ft=dTTb> 

_ da.db 
ca . cb' 

«Sind also die Punkte a % b und die Tangenten Bd t B x c gegeben,' 
so sind die Verhältnisse ^ und und somit der Punkt / gege- 
ben. Offenbar aber gibt es auf ab zwei solche Punkte, nämlich/* 
uod /,, wovon der eine auf ab selbst und der andere auf ihrer 
V erlängerung »liegt, und es ist 

Also hat man deo 

Satz 11. 

Die Berührungssehnen aller Kegelschnitte, welche 
zwei gegebene Gerade berühren, und durch zwei gege- 
bene Punkte gehen, convergiren in dem einen oder dem 
anderen von zwei festen Punkten, welche sowohl mit 
den beiden gegebenen Punkten, als mit den Durch- 
schnitten der Verbindungslinie dieser letzteren und der 
beiden gegebenen Geraden harmonisch sind. 

Verbinden wir jetzt die Punkte / und /, mit dem Durch- 
schnitte A der beiden Tangenten durch die Geraden Af und Af x , 
so ist jede der letzteren die harmonische Polare des Punktes f 9 /,, 
welcher der anderen nugehört, und zwar in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte, deren Berübruugssebnen durch diesen Punkt gehen. Wir 
können also hier den obigen Lehrsatz c. in Anwendung bringen. 
Legt man nämlich durch die Mitte m der Sehne ab z. B. mit Af x 
eine Parallele, und durch den Punkt / mit ab eine andere Paral- 
lele — , so liegen die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, 
welche die Punkte a und b enthalten und die Geraden Ac und Ad 
berühren, und zwar so, dass die Berührungssehne durch den Punkt 
/geht, auf dem Umfange desjenigen Kreises, welcher die Punkte 
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m, f und den Durchschnitt beider Parallelen enthält, d. b. hier, wo 
die eine Parallele mit ab zusammenfällt — welcher die andere Pa- 
rallele im Punkte m berührt. 

Satz 12. 

Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, 
welche zwei gegebene Gerade berühren und durch zwei 
gegebene Punkte gehen, sind auf die Umfange zweier 
Kreise vertheilt, welche 1) sich im Mittelpunkte des Ab- 
Standes der gegebenen Punkte von einander schneiden; 
welche 2) dieselbe Linie zum andernmal in zwei Punk- 
ten treffen, die sowohl mit den gegebenen Punkten als 
mit den Durchschnitten ihrer Verbindungslinie uud der 
gegebenen Geraden harmonisch sind, und deren jeder 
3) im ersteren Punkte eine Gerade berührt, welche mit 
der Verbindungslinie des ihm von den beiden letzteren 
nicht angehöri gen Punktes und desgegenseitigen Durch- 
schnittes der gegebenen Geraden parallel lauft. 

Um nun auch den zweiten Theil unserer Behauptung zu be- 
weisen, so ist zunächst klar, dass die Gerade Ak< welche A mit 
der Mitte der Sehne ////, verbindet, nach dem Mittelpunkte des 
Kegelschnittes gerichtet ist, welcher Äff. Ac in //, berührt. 

Legen wir ferner durch einen der letzteren Punkte, z. B. />, 
mit ab eine Parallele B x p, ziehen Bb (oder Ba), welche B x p in 
p schneidet, ferner durch einen der Punkte/*, /,, z. B. f, die, Ge- 
rade ///, welche Ad in r. und sofort ar, welche B \p in q schnei- 
det: so liegen im Fünfecke B x Bbaq die Durchschnitte f und p 
der Gegenseiten B t B und ab, B x q und Bb mittlem Punkte r, 
wo die fünfte Seite aq von der durch ihre Gegenecke B gehenden 
Geraden Bd geschnitten wird,, in einer Geraden; also ist, noch 
Ali h. geom. Gest. §. 42. II, dieses Fünfeck einem Kegelschnitte 
eingeschrieben, welcher Ad in B — sowie, weil BB X durch/ 
geht, Ac in B x — berührt. Verbinden wir also die Mittelpunkte 
m und i der Sehnen ab und B x q, oder, was einerlei ist, den einen 
/// mit dem Durchschnitte s von B x b und aq, durch die Gerade 
msi, so geht auch diese letztere nach dem Mittelpunkte des Kegel- 
schnittes BB t ab. Folglich liegt dieser Punkt im Durchschnitte 
der Geraden An und m»i. 

Nachdem wir jetzt noch die Gerade Ak parallel mit BB X ge- 
zogen, so dass Ak, Ac, An, Ad einen harmonischen Büschel bil- 
den: denken wir uns die Berührungssehue BB X um den festen 
Punkt /' gedreht und liiemit die ganze Figur unter den angegebe- 
nen Bedingungen in Bewegung gesetzt, so bilden die Geraden //>, 
Ak, An, B x q, fp, bB, bB x , äff, aB x , aB, ms um die ent- 
sprechenden festen Punkte /, Ä, A, den unendlich -entfernten 
Punkt auf ab, f, b, b, a, a, a, m eben so viele Strahlbüschel, 
welche wir, um die Figur nicht zu überladen, durch die erzeugen- 
den Geraden selber bezeichnen können. 

Nun sind die Strahlbüschel fB und Ak projektivisch -gleich, 
und die Strahlbüschel Ak und An siud ebenfalls projektivisch *). 
Denn es ist 



*) Und zwar bilden sie ein Involution* - System, Setzt man an die Stelle 
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sin ♦ BAn sin . BAk sin . BAn x sin . BAk x 

sin . B x An ~~ sin . B x Ak sin . B x An x = sin . ff^IT,' 

t 

wenn J», und .^X, zwei ähnliche Gerade, wie An und Ak be- 
zeichnen; also ist auch * 

• ■»* 

sin . BAn sin . BAn x c sin . BAk sin . BAk. 
sin . # a .«fji * sin . B x An x sin . .74- ' sin . B x Ak x 

Folglich sind die Strahlbüscbel fB und projektivisch. 

Ferner liegt der Strahlbüschel fB sowohl mit bB x und 
als mit //// perspektivisch. Folglich sind die Strahlbüschel B t q 
und OB projektivisch, und zwar perspektivisch, weil, wenn B x q 
mit oft zusammenfällt, dasselbe auch von LB gilt. (§. 14). Dess- 
balb liegeo auch die Strahlbüschel B x q und fp perspektivisch , in« 
dem p eine Gerade beschreibt, und da auch die Strahlbüschel fp 
Qod aq wegen des perspektivischen Durchschnittes Ad projektivisch 
sind, so sind der Reibe nach die Strahlbüschel fB, bB x > B x q. fp, 
a(j, also auch bB x mit aq, und beide mit fB projektivisch. Fällt 
aber ////,, so fällt auch aq mit ab zusammen; also beschreibt der 
Punkt * eine gerade Linie, und nun sind der Reihe nach die 
Strahlbüschel «w, bB x ,fB> Au. also auch mm mit Au projekti- 
visch. Also beschreibt, nach Abb. geom. Gest. §. 38. IV., der 
Durchschnitt M dieser Geraden einen Kegelschuitt, der durch ///, 
A und die Mitte von de geht. 

Satz 13. 

Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, welche zwei 
gegebene Gerade berühren und durch zwei gegebene 
Punkte gehen, sind auf die Umfange zweier Kegel- 
schnitte vertheilt, welche mit einander den Durchschnitt 
dej gegebenen Geraden, die Mitte des Abstandes der 
gegebenen Punkte und die Mitte des Segmentes, das 
aut dieser Linie durch jene Geraden bestimmt wird , g-e- 
mein haben; und zwar ist der eine oder der andere die- 
ser zwei Kegelschnitte zu verstehen, je nachdem die 
jedesmalige Berührungssehne zwischen den gegebenen 
Punkten hindurchgeht, oder nicht. 



des Systems zweier Geraden Je, Ad einen beliebigen Kegelschnitt, so 
sind auch jetzt noch die Strahlbüschel fB, Ak und An der Reihe nach 
projektivisch; also beschreibt der Punkt n einen Kegelschnitt, welcher 
durch den beliebig angenommenen festen Punkt f und durch den Mit- 
telpunkt A des ersteren geht. . Soviel als gelegentliche Bemerkung zu 
Seite 422 des 2ten Theiles des Archivs. 
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XXVI. 

* 

Ueber die hohem Differentiale der Function 



y — Va 1 — b 2 x 2 . 

Von 

i 

dem Herausgeber. 



Um die Begriffe zu fixiren, uebmen wir an. dass «- — 6*x* 
eine positive Grösse sein soll, so dass y reell ist. Ferner nebmeo 
wir an, dass in der Gleichung 

die Quadratwurzel positiv genommen werden und a eine positive 
Grösse sein soll. Unter dieser Voraussetzung können wir 

setzen, und da nun nach dem Vorhergehenden 

also auch 1 -y- eine positive Grösse ist, so kann 

^ = 8iD @ 

(I- 

gesetzt und 0 zwischen — ]tt und -f- $7t genommen werden, wo 
dann cos 0 stets eine positive Grösse ist. Dies vorausgesetzt, ist 
nach dem Obigen 

g=a cos 0. 

Aus der Gleichung 

sin 0 = — 

folgt, wenn man nach a: differentiirt, 

d sin B d sin B dB „ dB b 

~7i~ — —dB~ ' Tv = cos 0 Ii = a> 

und folglich 

dB h . 
^=-cos GM. 
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7 

Aus der Gleichung , , 

y — <* cos 0 / 

erhält man durch Differentiation nach x 

\ 

t * 

du d cos 9 d& . d9 

und folglich nach dem Vorhergehenden . 

-jt = — 6 cos 0~ l sin ® = — tj tang 0. 

Differentiirt man von Neuem nach ,r, so erhält man 

^ . n ,rfsin9 rf8 , . . ^ <* cos 6 rfO 

=■-*£-*«•■ ©- 3 «» ©' g . • . . 

= cos 0-1 cos 0-» sin 0 3 

fl fl. 



m » 



— — - cos 0-*(cos 0* 4- sin 0») == - ^ cos 0~*. 
Mittelst neuer Differentiation nach x erhält man 

«^=^0.0- 



rf cos 9 </» 
dx* ~~ T cu " ^ " dB ' dx . 



— — — cos 0-* sin 0 ^ 
= — cos 0-5 sin 0. 



.i 



» - 



Differentiirt man nun wieder nach x, so ergiebt sich 
^ = - — cos 0-5 ^-h — cos^sm©-^-.^ 

= -^r cos 6H ^- - ^- cos 0-« sin 0' ^ 
= cos GM-^ cos 0-7 sin 0*^ 



— _ £1 cos 0-7(3cos 0» -+- 15sin 0») \ 

a m * ,;,•) 

sä— ^ cos 0-7(3-hl2sin 0»). 

ergiebt sich durch neue Differentiation nach .r 
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p cos 0— 7 sin 0 — 53 — . -j- 

+ ~ cos 0-8(3 + 12sin 0 a ) 



cos ®-«(3+14.in 0») — — . ^- 

24A 1 

= — ~ ~ cos 0— 7 sin 0 

— — cos 0-9 sin 0(3 + 12sin 0») 
fr 

= — cos 0-9 Bin 0(24cos 0* +21 + 84sin 0 1 ) 
fr 

= -~co 8 ßM sin 0(45 + 60 sin 0'). 
Durch fernere Differentiation nach a: erhält man hieraus 
0 = —^ cos 0-9(45 cos 0+180 sin 0» cos 0) ~ 

— — cos 0-w sin 0 l (45 + 6O sin 0 3 ) ^ 

= — ~ cos 0-9(45 + ISO sin 0*) 
ftA* 

— — 7" cos 0-" sin 0 2 (45 + 6O sin 0') 

= — -y cos 0-u(45 cos 0 a + 180 sin 0» cos 0» 

+ 405 sin 0* + 54O sin 0 4 ) 
= — ^ cos 0-"(45 + 54O sin 0*+36O sin 0 4 ). 

Differentiirt man von Neuem nach ^r, so erhält man 

d*u h* jfi 

4^ = — cos 0-"(lO8O sin 0 cos 0 + 1440 sin 0» cos 0) ~ 

— ^ cos 0-12 sin 0(45 + 540 sin 0' + 360 sin 0«) — 

ij ••) .. i 

= — ^7 cos ©-"C 1080 sin @+1440 sin 0») 

IIb 1 1 
— cos 0-n sin 0(45 + 540 sin 0 a + 360 sin 0«) 

= — ~ cos 0-» sin 0(1080 cos 0* + 1440 sin 0» cos 0' 

+ 495 + 5940 sin 0 a + 39Ö0 sin 0«) 

fr 

= — cos 0-i» sin 0(1575 + 6300 sin 0»+252O sin &*). 
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Um das Gesetz, welchem die gefundenen Ausdrücke unter- 
worfen sind, besser übersehen zu können, wollen wir dieselben im 
Folgenden nochmals zusammenstellen: 

y = a cos 0 

^ = — ^ cos © -i sm 0 

^;=-- COS 0-1 

^ = — ~ cos 0-<(3 + 12 sin 0») 

^=-~cos6h9 sin 0(45 + 60 sin 0«) 

j£ = - j£ cos 0-«(45 + 540 sin 0 3 + 360 sin 0*) 

^ = -^ cos 0-» sin 0(1575 + 6300 sin 0» + 2520 sin 0*). 

Hieraus schliesst man sogleich durch Induction, dass allgemein 

^ = — £(^-)2*-i cos 0-M»-D \A 0 -\~A X sin 0» 

< • 

' 2n 

+ sin 0* 

+ ^4, sin 0 8 
u. s. w. 

«v . / 

2* 

+ A n -i sin 0*»-» 

und 

■ 

dm^-\u h 2/1+1 2*4-1 _ 

^£ ==- cos 0-(4"-w) sin Q\A 0 + A X sin 0» 

2/1+1 

, sin 0* 



2n-f-l 

+ ^4, sin 0 S 

». - 
i n. s. w. 

+ ^f„_i sin 0^-2 
ist. 

Um dieses Gesetz allgemein zu beweisen, und zugleich das 
recorrirende Gesetz der in diesen Formeln vorkommenden numeri- 
schen CoefGcienten zu finden, wollen wir aus und *«- 
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Aus dem obigen Ausdrucke von erhält man nämlich zu-' 
i orderst, wenn man von Neuem nach x differentiirt leicht: 

*,„ . , /. 2« 2/f «# 

<^}y_ ____^(-\2^i co8 0-(4— X)\VLA X sin 6M-M 2 sin 0 1 

-hdJT, siu©'L O8 0f 

U. 8. W. 

Im 

-4-(2*— 2)^„_i sin 0^-^ 

/. 2« 2n 

— (4»— cos0-*» sin ©(^o-f-^/, sin Q 



In 

~\~A % sin©* 



-+Jf,sin0 e 
u. s. w. 

In 

-r-^„_i sin 02«-2 
= _ £(— cos €M*«-i)j2jf , | sin 0+4.?, sin 0 S 

-+- 6^, sin 0' 

Ha S» W f 

2» 

-|- (2» — 2)^„„, sin 02«-»/ 
— (4»— lyHrf* cos 0-(*«+D sin 0|.V o -h ^ sin 0* 

-M, sin0 4 1 

2» 

-4-^, sin0 Ä 

u. s. w. 

3h 

-\-J n -\ sin 02«- ! 
= — ^C^) 2 " cos 0-(4«-+-i) sin Q\%A x -\-\Ai sin 0* 

2« 

-4-6^,sin0 4 )cos0 J 

U. 8. W. 

+(2y»-2) An-\ sin 0 2n " 4 
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I • 



Also ist 
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0-(*-w) s in Q\A 0 -\-J x sin 0* 

-f-u4 a sio 0* 
Im 

4-^, sio 0« 

U. 8. W. 



ZA 

-4-^«— 1 sin 02»-* ; 



+ 

II 
l 



! 



1 

2. 

B 

? 

o 



8 



+ + i + 

M >* 



B 

4 



a 

! 



1 


f 


fr 




i 




w 

— a 

B 


B* 


2. 

B* 


® 


+ 


M 


+ 


+ 




fr 




s 
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Es ist aber allgemein 

(4» — 1) sin 0*-|-2* cos 0* = %k -f- (4/i — %k — 1) sin 0», 

% - 

und folglich 

8: 



+ 



c 



+ + 
t + 



+ + + 



II 
I 

% | Ö 

e 

I 



0 

S 



ii 
i 

8 

tic 



5' 

<2> 



5 



I I 



i_ 



I 

kj? Sk£ + 

1 r ? + + + & 

J * >» 



I 



L. ■ 



D = 



? 
I 

+ 

? 
+ 



M 



i + + 

>f „S >s l 

+ + + 



M 



i 



b iii 

? od « m 

< D D D 

© © <2> 

m m m 

2. 2. 

s s 



? 



Vergleichen wir dies mit dem Ausdrucke 



* 
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= cos aio 0{A O -\~A V s i ii 0' 

+ sin 0* 

2/i-»-l 

H-^l, sin 0° 
u. s. w. 

2/I-+-1 

^„_! sin 

so erhalten wir die folgeoden Gleichungen: 



2/1+1 
^o = 


(4„- 




2w-H 






2«-M 
2/i-H 


* 

(4ä — 


2a • 2» 

5M a -f-6^„. 


(4„- 

* » 


2n 2n 

7)^, -+-8^., 



U. 8. W. 

2«-l-l In In 

A n -2 = (2« + 3M»-2 + (2» — 2M«-i, 

2*1+1 2ä 

^„_ 1 ==(2/*-|-1M«-i; 

! 

mittelst welcher die numerischen Coelficienten 



2/H-l 2/i-HL 2/J-4-1 2/M-l 2/i-f-l 
•^o» -^u -^t» • • • An— 1 



aus den numerischen Coefficienten 



2n 2n 2« 2» 2* 

-^O» ^1) -^2> A 99 . m, A n —\ 

berechnet werden können. 

Aua dem obigen Ausdrucke von jggj-jj erhält man ferner durch 

neue Differentiation nach x: 

..... .., s . t 

//-V»+-2#/ /, 2/i-f-I 2« -4-1 

^2=-^«)'^ cos 0-(*rt-l)Mo + H sin 0» 



5y/, sin 0* 
7^/, sin 0* / 



u. s. w. 

2/i-f-l 

-f-(2» — 1M»-1 s»n 02*-*; 

16* 
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h 2/H-l 2/H-l 

— (4/.-+-1 )2« cos si n 0» | ^ 0 -M i sin 0* 



2/1-+-1 

H-^f a sin 0 4 



,</0 



2*-M 
-h^i, 81D0 6 

U. 8. W. 

2/i-M 

sin 02"-2 



A 2«-+-l 2/H-l 

— _ /,(— p+i cosö-^Dj^-f-a^, sin 0 2 



n 

2«-4-l 

5^, sin 0* 

2/1-1-1 

1A X sin 0° 
u. s. w. 

2/t-H 

-+-(2/»-lM„_, 8in@M 

/> 2/H-l 2/I+1 

_(4 Ä -4-l)£(— )2*-H cosÖ-(^-W) sin0 a |^l o +^, sin© 5 



a 



2/H-l 

-H^ a sin0* 

2//-4-1 

H-^,sin0 6 

U. 8. W. 

2/r-M 

+^ n _ 1 sin02*- ! / 



/, 2/H-l 2/H-l 

=— b(— p'+i cos0-(*«-w) cos0 a | ^ 0 -f-3^ l sin0 a 

2714-1 

-4-5,:/, sin 0 4 

2/H-l 

H-7.^,siu0 a 
ü. s. w. 

2/1+1 

H-(2/»~ l)^„_iain02-- 

* v _ A _ 2/H-l 2/H-l 

- (4*4-1 )£(-p+* cos0-<4*+3)sin0>|^ o H--^ 1 sin0 a 

2>f+l 

- -*-^ 2 sin0 4 

2/i-f-l 

+^,sio0 8 

U. 8. W. 



I 



2/1+1 

-f-^-isin©^ 



folglich 
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Es ist aber allgemein 
(4» 4-1) sin 0»-r-(2*+l) cos 0 2 =2*-t-l-f-(4»— 2*) sin 0»; 

also 
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Setzen wir nun analog mit dem Obigen 

rf2(n-H)// A - 2(«+l) 2(»-Hl) 

^4 = - cos Mo + ^, «in 

~\-A x 8111 0*1 

sin <3>*| 
u. 8. w. 

-|-^„ S1D 

so erhalten wir durch Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem vor- 
hergehenden die folgenden Gleichungen: 
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A 0 = 

***** 
A t — 



2/M-l 



2n+l 
A n - 



2h-M 



2(»-f-l) 2/1+1 2/I-+-1 

^ 3 = (4* — 2) 5^ a , 

■ 

2(«-H) 2»+l 2«-t-l 

^, = (4» — 4) ^, H-7^ s , 

V 

u. s. w. 

2(«-4-l) 2ji+1 2*+l 

= (2» -4- 4) A„- 2 H- — 1)^,-1, 

2(«+l) 2»-M 

^ w = (2/* 2} .//„_,; 
mittelst welcher sich die numerischen Coefficienten 



oder 



aus den 



20H-1) 

A oi 


2(#i-f-l) 

A i > 


2(»+l) 


20H-1) 


2</H-l) 
. . A n 


* 

2»-t-2 


2«-+-2 


A 2 , 


2*-t-2 


•X., 




Coefficienten 


* • 




2*4-1 

-4o> 


2« -1-1 

3T, 


2//-M 

A 2 f 


2»-H 
A 3i . . . 


2«-+-l 



berechnen lassen. 

Durch das Vorhergehende ist nicht bloss die allgemeine Gültig- 
keit des bemerkten Gesetzes, nach welchem die Ausdrücke der 
Differentialquotienten 

&*y linfl gga 

fortschreiten, bewiesen, sondern es sind auch zugleich allgemeine 
Formeln zur recurrirenden Berechnung der in diesen Ausdrücken 
vorkommenden numerischen Coefficienten gefunden worden, wobei 
nun noch die Auffindung des independentcn Fortschreitungsge- 
setzes dieser Coefficienten zu wünschen übrig bleibt, eine Unter- 
suchung, zu der wir wohl die Leser des Archivs aufzufordern uns 
erlauben mächten. 

Weil nach dem Obigen 

sin S = — 

ist, und 0 zwischen — ±n und -hy^ genommen wird, so ist für 
a: = 0 auch 0 = 0. Da nuu nach dem Öbigeu 
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g=-«£)*-* cos 6-*-» \Z+Z sin & 



+ A 9 sin Q* 



und 



u. s. w. 

In 

f «-i sin 



= ~ H^) 2 " cos sin 0 (^0+^, sin 0» 

-h^l, sin @« 
u. s. w. 

2»-4-l 

sin 02-2 



ist, so ist, wenn die Werthe der Differentialquotienten für ;r = 0 
wie gewöhnlich durch Kinschliessung in Parenthesen bezeichnet 
werden, 



und 



Die Werthe der Differentialquotienten für ar = 0 erhält 
gens ganz leicht durch Kntwickelung von 



übri- 



\/t b ** % 



in eine Reihe nach dem binomischen Lehrsatze, weshalb wir bei 
dieser Untersuchung nicht länger verweilen. 
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XXVII. 

Ueber die Wurzelauszieliung aus Binomien von 

der Form A + VB. 

t 

Von, 

Herrn A. Göpel 

zu Berlin. 



1. Wenn man den Alisdruck \a-\-\/b) \Zc t wo a, b and c 
rational sind, auf die nte Potenz erhebt, so erhält man nach ge- 
höriger Sonderling der rationalen und irrationalen Tbcile einen 
Ausdruck von der Form A -+- V^B y wo A und B wieder rational 
sind. Es kann daher die ute Wurzel mancher Ausdrücke A-\-[/B 

n 

auf die Form (a-\-\/b) \/c gebracht werden, wie schon Clairaut 
und Lacroix bemerkt haben. Da aber auch die nie Potenz des 

n 

Ausdrucks (a-+-\/b) V c\/b •) dieselbe Form A-\-\/B an- 
nimmt, so kann die nie Wurzel von A-\-\/B auch die Form 

i» 

{a+[/'6)Y / 'cy'b haben. Mit Berücksichtigung dieser Form wird 
also die Ausziehung der wten Wurzel aus manchen Biuomien 
A+\/B möglich sein, während sie den Voraussetzungen der ge- 
nannten Schriftsteller zufolge für unmöglich erklärt werden müsste. 

2. Ist nun also 

A -f- \/B = {a + \/ b Y c\/b, 

so folgt aus der bezieklicken Gleichheit der rationalen und irratio- 
nalen Theile auch 

A — \/B = — (a — \/b) n c\/b, 

und aus der Multiplication beider Gleichungen 

A* — B = — — cH. 

Die Zahl A* — B wird also in zwei Factoren zerlegt werden kön- 
nen , von denen der eine {//- — b) n eine «te Potenz ist und der 
ondere — c*b nicht. Sondert man daher aus A* —• B die Factoren 



8 ) {a + y/b) V£/bd* würde nicht allgemeiner sein. 
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• 

heraus, uus deren Inbegriff sieb die »te Wurzel .ziehen lässt, so 
findet sich leicht der übrigbleibende Factor — c 2 l> und demnächst 
auch c^/b. Nachdem dieser gefunden ist, wird man durch c\Sb 
dividiren können und 

erhalten; woraus folgt, dass — ~^/Z — nacn volltührter Division 

wieder die Form A x -\-\/B x annimmt, so dass es sich nur noch 
darum handelt, die /ite Wurzel dieses Quotienten A y -\-\/B x auf 
die Form a -+•{/& zu bringen. Das eben angedeutete Verfahren 
ergiebt nämlich die Reduction 

n 

Ks findet sich z. B. für -f- l/i der Ausdruck (^)* 

- n4 =_ i5rr8i i « ls0 c "*=ht."8I oder BUCh —w daher 

Yf^l-^^m. % oder auc., J/\^ . £ 

$t/4 . V/* 



3. Wenn in dem Ausdruck \/ A x -\-~\/' B x die Buchstaben 
und B x noch Brüche sind, so lassen sich deren Nenner ver- 
mittelst der bekannten Regeln ausserhalb der Wurzelzeichen hin- 
ausschaffen und man hat dann 



n 



wo 1\ Q und N ganze Zahlen sind. 

s 

Vermittelst dieser Umformung wird «. B. |/y + I/7Ö9 aut 

3 * * i 

^9 -f- V/80 zurückgeführt, da sich |/y -f- |/^==ll/9-+-|/80 

findet. » 

Diese Umformung kann auch an dem Ausdrucke a -+- \ 6 aus- 
geführt gedacht werden. Bedeutet also von nun an jeder Buch- 
stabe eine ganze Zahl, so wird sein: 



* 

• * 



wobei offenbar angenommen Werden darf, dass sc*, y nnd p % kei- 
nen gemeinschaftlichen quadratischen Theiler o a haben, weil sonst 

der Bruch & durch a gehoben werden könnte. Es kommt da- 
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Ler nur noch darauf an, die #»te Wurzel des ganzzahligen Aus- 

x l V/v 

drucks P+y'Q auf eine Bruchform ^ zurückzuführen. 

Bier stellt sich aber die Frage, ob diese *te Wurzel auf einen 
ächten Bruch (wo.^>-l ist) führen könne, oder ob p nicht viel- 
leicht nothwendig der Einheit gleich sein müsse. Eine desfallsige 
Untersuchung führt zu dem folgenden Satze. 

4. Lehrsatz. Wenn die nte Potenz des ächten Bruches 

-E±^V ganzzahlig /M-l/Ö •» i»t l)/>=2, 2)y=^-4*, 
3) x und z ungerade und 4) n durch 3 theilbar. 

Beweis. Da P +V Q= { ^^ und p^Q = ^^, 
so folgt durch Multiplication 

Es ist also X% "7^ gleich einer ganzen Zahl z, mithin P* — Q=z n 

und y = x 2 — p % z» Hieraus geht hervor, duss p und x keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, indem sonst x % ^ y und p* einen 
quadratischen Theiler haben würden, was nicht der Fall ist (3). Fer- 
ner geht aus P % — hervor, dass der rationale Theil P 
der *»ten Potenz keine ganze Zahl sein kann, ohne dass es auch 

^ "aus der Addition jener beiden Gleichungen ergiebt sich 

(x \/yY +-{x — \/yY __ (x+-V x 2 —p 2 T)"-t-(x— W x*-p*z)» 
— 2p» %P* 

und weun der rationale Theil von (x-\- V ac* — p*z)» entwickelt 
und nach Potenzen von p*z geordnet wird: 

a n x«-i-a i a; n -' 1 p 2 z -f- a 2 x n -*p*%* 

" pn 



• • • 



wo g ol «pH.,... offenbar ganzzahlige, nur von n abhängige 
Coeffizienten sind; Da nun alle Glieder des Zählers ausser dem 
ersten durch p theilbar sind, so wird das erste es gleichfalls sein. 
Man findet es aber, wenn man in dem Ausdruck für P, *=0 setzt; 
nämlich a Q x n = 2«~W. Es wird also %*- l a" und daher auch 
2»-* durch p theilbar sein, weil x und p keinen gemeraschaft- 
licher Factor haben; folglich muss p = %q gesetzt werden, wo q 
keine andere Factoren als 2 haben, aber auch der Einheit gleich 
seiu kann. Wird 2q für p gesetzt, so ergiebt sich 

Nun behaupte ich, dass der Zähler dieses Bruches, unabhängig von 
den Werthen von x und q z z durch 2"-* theilbar ist . Wird näm- . 
lieh lx-h V x* —hl' 1 *)'" = «« -r- $ n V x* — kq-z gesetzt und 
sind am und ß m durch 2«»-i, dagegen a m -\-ß m x durch 2" theil- 
bar, so werden die nämlichen Bedingungen für ewi und /Wi 
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stattfinden; d. L. es werden a OT +i und ßm+i durch 2">, dagegen 
OgH-1 + ßm+iä? durch theilbar sein. Denn da 



ist, so findet sich 

ö«-m = ^K«« -+- /?m07) — 40 m 7*a 
ftm-i = ««i -f- 
a m +i -h ^-4-1^ = 2^r(a„ /J^a:) — \ß m g' l x i 

woraus die Richtigkeit der Behauptung erhellet. Nun ist aber 
a t z=x, ßi = 1, a, -+- = und daher a, und durch 2° 
oder 1, dagegen a l -\-ß 1 x durch 2 1 oder 2 theilbar; folglich ist 
auch wirklich a m und durch 2"«-i, daher auch a„ und durch 
2«-i theilbar. 

Nacli Aufhebung des Factors 2»— i hat man also 

„_ x n ■+■ b x xn—%j*% -f- 4 a g"-4y«s» 4- . . . . 

Hier sind wieder alle Glieder des Zählers ausser dem ersten durch 
q theilbar; also ist es auch das erste, was nicht anders stattfinden 
kann, als wenn <; — I ist, indem q und x keinen gemeinschaft- 
lichen Factor haben. Es ist folglich 

1) p = 2, weil p = "2f/ gesetzt worden ist 

2) y = x* — 4«, wegen y = x* — p 7 x °) 

3) x ungerade, da es keinen Factor mit p=z2 gemein hat; und 
auch x ungerade, weil sonst alle Glieder des Zählers von P 



•) Das bis bieber Bewiesene lässt sich viel kürzer mittelst der folgenden 

Schlussfolgerungen herleiten. Aus ( ^--^■)»= einem ganzzahligen 

Ausdrucke P±\/(l ergeben sich der Reihe nach folgende ganze Zah- 
len : — X 'p'^ ' (ß anze Zahlen allerdings nicht im Sinne des 

Textes, in welchem sie "vielmehr ächte Brüche genannt wurden, son- 
dern ungefähr im Sinn der Congruenzentheorie, in welcher V3 = 4 

4 — - 1/3 

(mod. 13) gesetzt oder mit andern Worten — — als ganze Zahl be- 

13 

trachtet wird); ferner deren Product ~- = x t daher y=.x* — p 2 z; 

femer oder «£, insofern ¥EEE*=¥*L 

V V V V 

als ganze Zahl anzusehen ist; daher p = 2\ ferner endlich 

< g + ( 2 )n d * k S5=? 



Da jedoch die Principien, auf denen diese Folgerungen 
nicht als elementar betrachtet werden dürfen, ja vielleic 



beruhen , noch 
sieht kaum schon 

berührt worden sind, so mag es genügen beiläufig darauf hingedeutet 
zu haben. 
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durch den Nenner 2 theilbar sein würden, das erste ac 11 aber 
nicht; mitbin auch der ganze Zähler nicht. 
Endlich ist jetzt 

x»-\Ji , x"-%z+b t ar»— 4x 2 -4- . . (.r-j-l/r 3 — {x—^ x * — kx)» 

• * * 

Da nun x n — 2 «, ^r*— fs*, . . . beziehlich von der Form 2r-hl, 
2r, -f- 1» ■+-!$•... sind, so geht dieser Ausdruck dadurch in 



1 



über; dessbalb ist l±£±±JZid oder d e r Werth von P für 
cr=l, ä = 1 eine ganze Zahl, nämlich 

^l-H/-I)«-+-(l-t/-»)» 
Wäre nun n von der Form 3*» db 1 , so hätte man wegen 

i 

, 2»" 1 ( 1 + j/^gg -f-(l-l/- ig 1 — U- ! 
o — 23//<±l-+-l «* 

In beiden Fällen würde der Ausdruck für P eiu Bruch werden; 
was jedoch nicht der Fall ist, wenn n = 3m ist, denn man hat 
dann 

23«i -f. 2 *« 
8~ 2M4-1 =*■ 



Folglich ist 4) n durch 3 theilbar; womit der Lehrsatz vollständig 
erwiesen ist 

Da allen Bedingungen für die Ganzzahligkeit genügt worden 
ist, so geht zugleich hervor, dass der Bruch — - — - unter den im 

Lehrsatze angegebenen Umständen in jeder 3wten Potenz einen 
ganzzahligen Ausdruck liefert. Es sei z. B. ^ = 7, 3=11, also 
y = 5, so hat man 

>*■ = (56 +191/5)-. 

■ 

5. Dass die ^KTl/Ö keine Bruchform ^±^L nabcn 

kann, wofern nicht n durch 3 theilbar ist, hat soviel ich weiss 
noch Niemand erwähn f. Dass für /* = 3zw der Nenner p auch 
gleich 2 sein kann, erwähnt Clairaut für den besoudern Fall der 

X \/y 

Cubikwurzel und beweist es dadurch, dass er die Wurzel 1 

V V 

annimmt , die Ausdrücke für P und v Q ihrer ganzen Länge nach 
entwickelt und dann vermittelst der bekannten Criterien der Theil- 
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barkeit erst // — <j und demnächst p—2 findet Eben dies Ver- 
fuhren Hesse sich uuch für ein allgemeines tt anwenden. Indessen 
dürfte die Entwicklung der Coefticienten in dem Ausdrucke für P 
(welche bekanntlich mit der Enrwickelung von cos ma nach Po- 
teuzeu von cos a identisch ist) vom elementaren Standpunkte aus 
ihre Schwierigkeiten oder gar Unmöglichkeiten haben. Da es 
überdies nur darauf ankommt, den Werth von a 0 und die Theilbar- 
keit der Coefticienten 4«,, luVjr 3 , ... durch 2*— 1 nachzuweisen; und 
da es ferner weit einfacher ist, wegen der Summe ,-+-... 

auf den geschlossenen Ausdruck ^ zurückzu- 
gehen, als die unbegränzte Reihe der ausgewcrtheteu Coefficienfen 
l> ^2» ... zu summiren, so ist dieser Weg zum Beweise des 
Lehrsatzes (4) nicht gewählt worden. 

6. Mit Hülfe dieses Lehrsatzes wird es nun leicht, das hei (3J 
unterbrochene Verführen zur Ausziehung der «den Wurzel aus 
P-\-\/Q zu beendigen, wenn Q positiv ist. Da nämlich ihm 
zufolge 

VP+\/Q = X (oder a: \/y) 

m 

\n^VQ = X ~^ V (oder * ^ Vv) 
ist, so folgt hieraus durch Addition, dass " - 



» n 



V~P-\-\/(l-\-V P— \/U=a: (oder 2a?) 

jedenfalls eine ganze Zahl ist; wofern die Wurzelauszichung 
überhaupt im rationalen Ausdrücken möglich ist. Um deu rutiooa- 

len Theil der Wurzel — (oder a:) zu fiuden, darf man daher nur 

jene Summe der »ten Wurzeln bis auf die Einer genau berechnen. 
Hic/u ist aber erforderlich, dnss jede einzelne //te Wurzel bis aul 
halbe Einheiten, d. h. bis auf 0,5 oder um besten bis auf die erste 
Decimale genau berechnet wird, weil sich durch die Addition beider 
Werthe die Fehler verdoppeln könnten. Wenn die so gefundene 
Zahl bei n = 3»» db 1 nicht gerade sein sollte, so braucht man 
nicht weiter zu gehen, indem dann die Unmöglichkeit der Wurzel- 
ausziehung in der angenommenen Form einleuchtet. In allen an- 
dern Fällen hat man das gefundene Resultat durch 2 zu theilen, 

um den rationa en Theil (oder ot) der Wurzel zu haben. Den 
irrationalen Theil findet man dann aus der Gleichung 

y = .2? 3 — 4a (oder sc" 1 — %). 

Ob der so gefundene Ausdruck wirklich die «te Wurzel aus 
P-\- \ Q ist, muss unmittelbar durch Frhebuug zur y/ten Potenz 
entschieden werden, da das angegebene Verfahren nur auf der Vor- 
aussetzung beruht, dass die Wurzelausziehung überhaupt mög- 
lich ist. ' •« * 
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Beispiele. 

5 5 5 5 

I. V/7Ö+\/68+V/lO--V/<>8=V/18, ..-H/2,..— 1.7-4-1,1=3— 2-*-. 

Die Wurzelausziehung ist ajso unmöglich. 

5 5 5 5 

II. V/41+29l/i^l/41— 29l/2=V/82,0+l/— 0,0= 2 = 2^r. 

«**'*..«• 

5 

Ferner V/41 2 — 29 3 . 2 = -* 1 = », y = ^-» = 2. 

5 

Oass nun 1 -f- 1/2 wirklich die 1/41 + 291/2 ist, zeigt sich erst 
durch Krhebung zur 5t«n Potenz. 

HI. 1/231 -M/53329 + 1/231 — t/53329 = |/46l,9 + 1/0,1 

= 3,4 + 0,6 = 4 = 2.». 

5 

Dann V/231 2 — 53329 = 2 = », y=.r>— »=2. Aber (2+1/2)« 
ist gleich 232 + V/53792 und nicht gleich 231 + V/ 53329. Aus 

diesem letzteren Binomium lässt sich also keine 5te Wurzel ziehen. 

■ ' « • ...* 

3 3 3 3 

IV. V/9+41/5+V/9 — 4V'5=V/l8..+V/0,..=2,6+0=3=r. 



> i 



Ferner V/9*— 4 2 .5 = 1=», y = ^— 4* = 5, und es findet 
sich wirklich (5±^V= 9 + 4V/5. . ' 

3 3 g 3 

V. V/6+\/35+V/6— 1/35=1/11,9+1/0,1=2,3+0,4=3=^. 

» • . . ' ■ . »>«.». v * 

3 

Ferner V/6 3 —35 = 1 = », y = ar 3 — 4» = 5. Es findet sich 
aber (?±^)» = 9 + 4v/5 und nicht =6 + V/35. Dieser Aus- 
druck bat also keine Cubikwurzel von der gegebenen Form. 



» t « 



• . * 



• - « 
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XXVIII. 



Novi alicujus theorematis arithmetici comrnen- 

tatio analytica. 

Auetore 
Friederico Arndt 

muneris schol. Cand. Gryph. 



Neminem fugit, permultis ad coeflicientes binomiales spectaoti- 
bus propositionibus similia respoodere tbeoremata, quae ad quanti- 
tatem bujus formae 

n(n + k) (n + 2k) . . . (n + (p— 
1.2.3....;? 

pertinent, ita ut illas ex bis tanquam ex altiori fönte deducere Ii- 
ceat, quo loco #», k sunt quanta quaelibet, p vero numerus integer 
positivus. 

Quum igitur bis rebus studerem quumque intcllexissem, demon* 
strationem tbeoremutis Lagrangiani ad sumoiam quadratorum coefti- 
cientium biuomialium pertinentis non peti a geennetris ex illa forma 
consideranda. tale tbeorema ex quo illud ipsuin manaret, statim in 
mentem venit quaerere. Quod quidem nunc in promptu est itaque 
enunciari debet: 

Desiguante u p quantitatem supra commemoratam , demoostrac- 
dam nobis proponimus aequationem hanc 

l k k i 

n p = (/*-+- mfc) p — m , k \ a -+- mlc)p—\ -+- <w a /:*(/» + m&)p—2 — 

1 

H-( — l) m m m A^(n -f- m 

nbi denotat m numerum integrum positivum ipso p non majoren 
atque w„ m 7i *»,,... coeflicientes binomiales pr'rmum, seeuudum. 
tertium, etc. pro exponente m. 
Primum facile patebit esse 

* * n -4-pk * * p 

(« ■+- &)/> = n p . — - — , (n -h k)p-i = n p . — , 

unde manat 

i i k 

1 . n p = (n fe) p — A(u -f- U)p-\. 
Deinde habetur simili modo 
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(» H- ^ = (n + U) p - k{n H- 2*)^, 
, k k u 

qaibns aequationibus cum prima collatis prodit 

Porro sim'ili modo habetur 

(n 4- 1k) p = (n + M) p - M» 3^ 

quibus aequationibus cum secunda collatis prodit 

k k k k 

3. n p = (n-\- Zk) p — $k(n -f- 3*)^ -f. 3**(* -f- 3£) 

. » 

Jam ex bis lex patebit, ex qua termini sint conformati; nt vero 
theorema in genere probetur, assumamus verum id esse nsque ad 
limitem queudam. Sit igitur 

* k . fg 

n p =\n-h(m — l)A\ p — (m — \) x k\n+(m — 

Je k 

+(«— 1) \ n+{m-\)k |^_2— ... -f-(-l)»-i£m-i j j 
eritque simili modo ut antea 

Je Je L 

[n-\-{m — 1)*}, ==(»■+- mZ) p — £(» 4- tnJc) p j 

\n + (m- \)k\ p - 2 = (» + mk)p-4 — k{n 

etc. etc. 

• ' • •. ' . - " 

QDde per substitutionem 

k k \ it 

n p = {u + - | (ai - l) t -f- 1 |*(* -f- mk)p^ x 

— — 1), -f- (m — 1), + mk)p-i 
-f- | (« - 1), -+- > - 1), \k\n 

Ja« vero est 

TheU III. 17 



* » 
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(«-1),+1=», • 

(m — 1), -+- (m — 1), = *», 

, («-D.-K« -1), = *, 

•tc« * 

■ • • 

quod fncile perspicietur, ergo crit 

* ä ■ * 

n p = (» ■+• ~ M , k[fb -+- 

-f- m % k 7 {n -4- mk) p -2 — + m&)p-z «+- 

Quando igitur propositio valet, s4 factorem ipaius Xr accipias — 1, 
etiom valebit, si z» quantitatis jw"— 1 Ioco ponas. Valet autem pro 
2X-, 3£, ideoque in Universum vera crit. 
Habemus igitur 

4. Mp = (#• + ~m x k(n -f- + • •• 

ex quo sequftur ponendo #»-r-«Ä = ^: 

I £ * * 

5. (q - mk) p = <7p — f»Mp-i m^q^ — . . . 

^ .... + (—\) m *" l 9p-m 

vel si — k scribas pro * . 

_* — * — * ' ' *, — k 

6. (q-\-mk)pr=zq p -t-tn x kq p -\+\-mik*q p -2'— . . . 



. • • • I * 0 'p~—tn 

et pro ä= 1 

— 1 — i -l -1 .; 

7. -I 1 m) p = q P -+- m x q p -\ -f- m 2 q p - 2 -+-.... 



-l 



• -f" qp—m> 



Quo Iqco ex. gr. ^ designare coefficientem binomialem p tum 
pro exponente y perspicaum erit; qua re indrcein —1 ömittamus. 



Quandf denique accipitur qz=m=zp prodibit aequatio 
&P)p=:p P + p x .Pp-i+P, • .".* • Hh/Vo 



baec 



qtfumque sit;^==^ 0 = 1 J Pp—\—Pw Pp-2 = p 2i etc. />„ 
inanifesto babetur 

8. (2/>V =5 (/>«)» -H (/>,) a + (/>.)* + (/>,)* -4- . . ■+- 
qua aequotiöne exhiberur fbeorema Lagrangianum , de quo supra 
sermo erat. , y . . 

Scrib. Grypbiäe if. 5;m. Aug. a. MDCCCXUI 

■ 



\ . » 
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Ueber eine Eigenschaft des Kreises. 

Von 

■ - 1 s 

dem Herausgeber. 



I 5 



Die Gleichung des Kreises in Bezug ouf ein beliebiges recht- 
winkliges Coordinatensystem der xy ist bekauutlicb , wenn r den 
Halbmesser bezeichnet und «r, b die Coordinatcn des Mittelpunkts 
sind: 

Wenn also a?,, y, ; a: 21 y 2 ; a?,, y t $ ir 4 , y 4 die Coordinaten 
vier beliebiger Punkte dieses Kreises sind, so haben wir die vier 
folgenden (Gleichungen: 

(a: x — «)'-»- (y, -£)* = r% 



2) 



f(^ 4 -«)'-f-(y 4 -4) 2 =r»; 
welche auch unter der folgenden Form dargestellt werden können: 
. 14?,*+*,»— — 2^==r»-^«» — Ä», 
W H-y 2 a — 2«^ 3 - 2/,y 3 =r 2 — - *», 

f^r 4 3 — 2a^r 4 — 2% 4 = r a — «* — ä 2 . 
Setzen wir jetzt der Kürze wegen 

/, = (a: 9 — Xt)y z -+- (& 4 — .rjy, -+- — •rjy«, 
A = — — -M^i ~ ^s)y4-r-(^, —^4)^1!, 



4) 



J/i = (ä?, — ^aj//* -T- — ^4)^1 + (^4 — Xiil/n 
(/4=— 1(^8— -f- (ä-, — a:,)^ -*>(.r, — ^ a )y, j ; 
oder, was dasselbe ist: 

A = — l(y> — y4)^o +{y 4 — y»)^« -+- (y 2 — y»)^ 1, 
5 w / 3 = (y 4 — y. (yi — y 3 )-^4 + (y» — y4)-*^ 
f% = — — y a )^4 -f- (y a — y4)^i +(y 4 -yi 
/♦ = (y» — yj^i + (yi — yi)^ 2 (yi — y*)^a ; 



so ist, wovon man sich durch ganz einfache Rechnung leicht über- 
zeugen kann: 

(/, +/, -*-/, 4*/« = °> / I 

' y 1/1 ■+■ y*/V H- yi/i ^Z» =0. 

Multiplicirt man also die vier Gleichungen 3) nach der Reihe mit 

A'/i'/n/*' un ^ addirt dieselben dann zu einander, so erhält 
man wegen der Gleichungen 6) auf der Stelle die Gleichung 

7) 0 = (*r t » + |(ar, — x<)?/ 2 -T- 0*4 — -t- — a: x )y A \ 

— ' + y* *) f — •* i )y» •+- (* i — )^4 + (•*• — 1 1 
+ t (^i — ^« )y* -+- (•*** — ^«)y i -+■ (^4 — ^1 )y a t 

oder auch 

8) o = -4- y»*) y4)^ a + (y4 — + y,)*«l 

— teV -r-y» a ) 1(^4 — yJ^t + -y> 4 + (y, — s^ii 
-M*. * + I (yx — y*)^4 + (y* — Va)Xx + (y« — y,)*,l 
-(^♦'H-y*') l(y» — y,)^i+(y,— y , -f- (y , — 

Dies ist eine allgemeine Relation zwischen den rechtwinkligen Co. 
ordinaten vier in einem Kreise liegender Punkte. 

Um nun die geometrische Bedeutung der in dieser Relation 
vorkommenden Grössen zu erforschen, wollen wir jetzt die vier io 
dem Kreise liegenden Punkte, deren rechtwinklige Coordinateo 

V\ 1 «*a> y»i ^j» y«? V* 8 » nd \ respective durch A x% J %i 
A„ A 4i den Anfang der Coordinaten aber durch O bezeichnen. 
Dann ist zuvörderst bekanntlich 

A % 0* = xS+yS y 
A, 0\=a;S+-y t \ 
AiO*=zxS+y*. 

Ferner wollen wir die übrigens schon oft behandelte Aufgabe: die 
Fläche eines Dreiecks durch die rechtwinkligen Coordinaten seiner 
Spitzen auszudrücken, vollständig auflösen, weil wir bei derselben 
über das Vorzeichen des Ausdrucks, den man für die Fläche des 
Dreiecks gewöhnlich zu geben pflegt, eine Bemerkung zu machen 
haben, welche, wie es uns scheint, sehr mit Unrecht nicht immer 
gehörig hervorgehoben wird. 

Die Spitzen des Dreiecks, dessen gesuchten Flächeninhalt wir 
durch A bezeichnen wollen, seien A l% A„ A„ und a? t , y, ; 
&%i V%9 y% seien deren Coordinaten in Bezug auf ein beliebi- 
ges rechtwinkliges Coordioatensystem der acy%. Offenbar wird 
man immer ein dem primitiven Systeme der xyx paralleles Coordi- 
natensystem der a/y'»\ dessen Anfang 0' sein mag, so annehmen 
könnuen, dass in diesem Systeme die Coordinaten der Spitzen 
A x , A 2 , A 3i welche durch ij\ ; y 1 ^ a?',, y\ bezeichnet 
werden mögen, säinmtlich positiv sind. Betrachten wir nun, ftr 
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jetzt immer dieses letztere Coordioatensystem in's Auge fassend, 
zuerst den Fall, wenn der Punkt A t zwischen deu Ordinalen der 
beiden Punkte A x und A % liegt, so können in diesem ersten 
Hauptfalle offenbar bloss die vier verschiedenen, in Taf. IV. Fig. 5. 
dargestellten Nebenfälle Statt finden. In dem ersten dieser vier 
Fälle ist, wie sogleich erhellen wird, 

* " (y' a +y' < ) , 

• 2A=-i(^~^,)y 1 +(^,-^ 1 )y'a-t-(^i--^)y' a |. 

In dem zweiten Falle ist, wie eben so leicht erhellet, 

Id dem dritten Falle ist auf ähnliche Weise . - 

+ K-y,)(y' 1 +y' 1 ) 
Endlich ist in dem vierten der in der Figur dargestellten Fälle 

. I; . , _(^,_-p' i ) 

-(or',-^,) (y-.-f-y',) 

= (ar',-x' I )y' 1 +( J / 1 - i r' 1 )y' 1 + (-»'.-Oy'.- ■ ' 

Folglich ist Uberhaupt 

2A = =F I t- ^M, -+- (V, - )y> t -+- (*', - ^,)y', t, 

wo im ersten und dritten Falle das obere, im zweiten und vierten 
Falle das untere Zeichen genommen werden muss; d. h., wie leicht 
in die Augen fällt, man muss das obere oder untere Zeichen neh- 
men, jenachdem man sieb, um von dem Punkte /, durch den 
Funkt A % zu dem Punkte A % zu gelangen, nach derselben Rich- 
tung, nach welcher man Bich bewegen muss. um von dem positiven 
Tbeile der Axe der o: durch den rechten Winkel ( ocy) hindurch zu 
dem positiven Theite der Axe der y zu gelangen, oder nach der 
entgegengesetzten Richtung hin bewegen muss. Wenn der Punkt 
A. t zwischen den Ordinaten der Punkte und A x liegt, so ist 
Dach dem Vorhergehenden, indem man die Coordinaten der Punkte 
A % unjl A t gegeneinander vertauscht, 

oder, was dasselbe ist, 

2A = ± | _y, )y-, + -+- (x\ - x>M. | , 
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wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenaehdem man 
sich, um von dem Punkte A x durch den Punkt A % zu den) Punkte 
A z zu gelangen, nach derselben Richtung, nach wclchef man sich 
bewegen muss, um von dem positiven Theile der Axe der a? durch 
den rechten Winkel (xy) hindurch zu dem positiven Theile der 
Axc der y zu gelangen, oder nach der entgegengesetzten Richtung 
hin bewegen muss. Weil nun aber die Richtung von durch 
A z zu A t der Richtung von A x durch A s zu A % offenbar entge- 
gengesetzt ist, so ist augenscheinlich • 

2 A==F f - ^. W.i + (•*'» V» + &i - ^Mi i » 

wenn man nur das obere oder untere Zeichen nimmt, 'jenaehdem 
man sich, um von dem Punkte /, durch den Punkt A % zu dem 
Puukte A 9 zu gelangen, nach derselben Richtung, nach welcher 
man sich bewegen muss, um von dem positiven Theile der Axe 
der x durch den rechten Winkel (xy) hindurch zu dem positiven 
Theile der Axe der y zu gelangen, oder nach der entgegengesetz- 
ten Richtung hin bewegen muss. Wenn endlich der Punkt A x 
zwischen den Ordinaten der Punkte A % und A , liegt, so ist nach 
dem ersten der beiden vorhergehenden Fälle, wenn man für af x * 
y'y ; ^'2, yWdr*«* V\ respective x' 2i yV, x* 3i at xy f/ x setzt, 
offenbar 1 . • , 

oder, was dasselbe ist, * 

, 2A = =t= \(x' % — ^ s )y\ -+- {*> % — «^y, — ^jy, I, 

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muss, jenaeh- 
dem man sich, um von dem Punkte A 2 durch den Punkt A x zu 
dem Punkte A x zu gelangen, nach derselben Richtung, nach wel- 
cher man sich bewegen muss, um von dem positiven Theile der Axe 
der x durch den rechten Winkel [xy] hindurch zu dem positiven 
Theile der Axe der y zu gelaugen, oder nach der entgegengesetz- 
ten Richtung hinbewegen muss. Weil nun aber die Richtung von 
A 2 durch A % zu A x offenbar mit der Richtung von A x durch A z 
zu A t völlig einerlei ist, so ist 

und in dieser Gleichung das obere oder untere Zeichen zu neh- 
men, jenaehdem man sich, um von dem Punkte /, durch den 
Punkt A^ zu dem Punkte A t zu gelangen, nach derselben Rich- 
tung, nacb welcher man sich bewegen muss, um von dem positiven 
Theile der Axe der x durch den rechten W'inkel (xy) hindurch 
zu dem positiven Theile der Axe der // zu gelangen, oder uacb 
der entgegengesetzten Richtung hin bewegen muss. 

Vinnen wir nun alles Vorhergehende zusammen, so ist in völ- 
liger Allgemeinheit 

*A = =F i - *\ )y\ + 1*\ - ¥i W%+ t^i - «'•y. 1 . 

wenn man nur in dieser Gleichung das obere oder untere Zeichen 
nimmt, jenaehdem man sich, um von dem Punkte A x durch deo 
Punkt A % zu dem Punkte A % zu gelangen, nach derselben Rich- 
tung, nach welcher man sich bewegen muss, um von dem positiven 
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Tbeile der Axe der sc durch den rechten Winkel (a:y) hindurch zu 
dem positiven Theile der Axe der y zu gelangen, oder nach der 
entgegengesetzten Richtung hin bewegen muss. 

Bezeichnen wir jetzt die Coordiuaten des Anfangspunktes des 
secundären Systems der afyf in Bezug auf das primitive System 
der aey durch a, b; so ist noch der Lehre von der Verwandlung 
der Coordinaten bekanntlich in völliger Allgemeinheit 



oder 

und folglich 



: ■ * * 



«7=*, y, = y, — 

^ = x> — a, y' 7 = y % —b; 
a? t =x % — V, = y t —b. 
Also ist nach der vorher gefundenen Gleichung 

2A = =F f tf*. - *) - - «Ol (y i - 



fr^.-i,) -^, -«)] (y, 

[(.r, —a) — — »)] (y, — * 
— *) *- {ar, — «)] (y, — J 



oder 

2A==Fj(or, -^ a ) (y, —£)-f-(^ s —^r,) (y a — <*) 

+ (^r 1 — (y, — 0)f, 

und folglich, weil 
also auch 

— or, ) -f- ^(^, — ^ , ) -f- — ^ a )==0 , 
ist, in völliger Allgemeinheit 

9) 2A =-=p |(^, — Xi)y x -+-(•#»— ^i)y» -H (^i — &*)yi b ! 

wo man das obere oder untere Zeichen zu nehmen hat, jenachdem 
man sich, um von dem Punkte A x durch den Punkt A . zu dem 
Punkte A % zu gelangen, nach derselben Richtung, nach welcher 
man sich bewegen muss, um von dem positiven Theile der Axe der 
x durch den rechten Winkel (xy) hindurch zu dem positiven Theile 
der Axe der y zu gelangen, oder nach der entgegengesetzten Rieh* 
tung hin bewegen muss. • •' M i f * 

Kehren wir nun wieder zu dem oben befrachteten F$Ue, wenn 
die vier Punkte A Xi A 2i A 3i A+ in einem Kreise liegen, zurück, und 
nehmen an, dass dieselben in dem Kreise nach der Ordnung der 
Zahlen 1, 2, 3, 4 auf einander folgen, so sind, weil keiner dieser 
Punkte innerhalb des durch die drei andern bestimmten Dreiecks 
liegt, offenbar die Richtungen, naeh denen man sich bewegen muss, 
um von A x durch A % zu A 9i von A^ durch A % zu A Ay von A % 
durch A 4 zu Ä l% von, A 4 durch A x zu A t zu gelangen, nicht von 
einander verschieden, und nach 9) ist folglich mit Beziehung 
der obern und untern Zeichen auf einander jederzeit 



» 
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2^A 3 A t A 9 z=:rp |(<r t — ar 4 )y, +(^r 4 — x 9 )y 9 -f-(ar, — a?,)y«|, 

2&A t A 4 A x =5=f K^4 — ^.)y, + (■*. — -*»)y« -+- — 

2&A 4 A X A 9 ==F((^,- a: 3 )y 4 -f- (.r, — .rjy, — ^, )y> ! , 

^a x a 9 a 9 ==p ^,)yi ■+■ — ^i)y. ■+■ — ^»)y. !• 

Also ist nach 7) jederzeit 

0 = ^-4,0' .&A 9 A 9 A 4 

^A.O* &A 4 A X A 9 
±A 4 0* .^A x A 9 A 9i 

• * 

und folglich immer 

0= A x O* . &A 9 A t A 4 

— A a O* . (^A 9 A 4 A X 
+ A 3 0* .[±A A A X A 9 

— A 4 0*.hA x A 9 A 9 . -* 

Weil deivAnfang O der Coordinaten natürlich ganz willkühr* 
lieh ist, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden unmittelbar 
der folgende nicht uninteressante Satz vom Kreise: 

Wenn A Xi A 9 , A x% A 4 vier beliebige Punkte eines ! 
Kreises sind, die auf dem Kreise nach der Ordnung der 
Zahlen 1, 2, 3, 4 auf einander folgen, st» ist für jeden 
Punkt O in der Ebene dieses Kreises 

0= A x O*.bA t A $ A. 

— A 9 0* . (±A t A 4 A x 
-\-A- % 0*.[±A 4 A x A 9 
-A 4 0* .HA X A % A % 

oder 

A x 0 % . ^A 9 A 9 A 4 +A 9 0* . &A 4 A X A 9 
= A 9 0* . kA,A 4 A x + J 4 Ö* . &A X A 9 A 9 . 

Anmerkung. Nachdem dieser Aufsatz aasgearbeitet und «um Druck 
abgeschickt war, fand ich, dass Herr Dr. Luchterhand denselben Satz 
vom Kreise gefunden und in Crelle's Journal. B. XXIII. H. 4. mitge- 
tbeilt, auch auf die Kugel erweitert hat. Wegen der anderweitigen in die. 
sein Aufsätze enthaltenen Bemerkungen, und weil der vorstehende Sau 
vom Kreise jedenfalls weiter bekannt zu werden verdient, wollte ich aber 
diesen Aufsatz nicht unterdrücken, wie ich sonst gethan haben würde. Na- 
türlich gebührt Herrn Dr. Luchterhand die Priorität der Erfindung. 




Digitized by Google 



265 



• » .- 



Ueber einen Reihenausdruck für den Umfang . 

der Ellipse. 

Von 

*••-*.: - * ■ 

Herrn R. Hoppe 

t Candidatcn des hohem Schulamts zu Greifewald. 



Gewöhnlich wird der Umfang einer Ellipse durch folgende un- 
endliche Reihe dargestellt: * 

V 

wo die grosse Halbaxe =1, die Excentricität = £ gesetzt ist Er 
lässt sich jedoch in eine weit schneller couvergirende Reihe ent- 
wickeln. 
Ist 

die Gleichung der Ellipse, und setzt 



Ii 



= cos 



• • . • . .. . .i '\, \ . . tat '•-:>«; »r 

riv / 0"'.l» « ! 'i . ' OTt *»' •*' *'»«. 



y • • • i. ;i • 

so ist -^-^= sin gp, und man hat 

da: . dy » 

^ = -«siny 5 ^=*cosy. . 

Nennt man * den zugehörigen Ellipsenbogen, so ist 

_ 

= l/£ Ä »(l—cos 2y)-i-^ a (l-r-cos 2y) 
= V/ \(a* ~h £ a ) — — b % ) cos %T 

= V\(a> + 6~) cos 2jp. 

Nun ist der ganze Umfang der Ellipse 



1 . 
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daher , 



> — » 

n 



E^V^a^b^f^d^f^^ cos 2,; 

• • w . . . ■ 



also, wenn man die letzte Quadratwurzel in eine Reihe entwickelt, 



n 

E= lVZ{a* + 6-)f*dp\\ -\ cos 2y 

-27» <Sm^)' cos * 2^-2-476 tj^P^ cos 29 

1.3.5 /«* — i\ A « o l 
Nün ist bekann tlich > 



Ii •• « 



- , 2«(2» — !)...(» + 1) » 
C08ä " = 1.2. 3. ..„ »fr 



Setzt man hier 2y statt 9), so hat man 



71 



2^* 2 cos2"+i2y<fy> = 0, 



0 

71 



?/* cos»» Vj= 5!Ö^±>) » 
t/o "r ..-1.2.3...» 22« 

■ 

In unserm Ausdrucke für E können wir demzufolge die Glieder 
mit ungeraden Potenzen von cos 2g> weglassen, und es bleibt noch 



« ■ -*■ . > 



7; -« \< • 



• 1 1* . • * • 



... » 



•■ v 
■ V» 
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I. 



II 

\ 

+ 



I 



b4 hA 

t— » - 



»0 

* 



f 

I 



3 

I 



? - 

M M 

? --+ I 



o 



M 

+ 



1 



I 



ü - 



« 



i 



Der Coefficient des allgemeinen Gliedes der Summe lässt sich ver- 
einfachen; man kann ihn schreiben: 



' 1 .S...(4n — 3) (2n) (2n— l)...<»-f-l) 
1 . 2 . . . *(*+ 1) (»-+-2) • . . (2w) . 1 . 2 . . . n . 2^»' 



das ist 



1.3... (4« — 3) 



1 . 3 . . . (4« — 3) 



(l . 2 . . . n)* 24» (4 . 8 . 12 . . . 4»)*' 
Hiernach erhält man 

Setzen wir noch die grosse Halbaxc a = 1 und die Excentricität 
Va % — 6 n =tj so ist 
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Beispiel. Es sei s = h dann ist 

• » ■. 

= y 1/34, (^y = ^ , 

daher 

n Y/ T \k ! 1 JLl/lA 1 » 3 .... 13 1 

~~ T Kd4 '4 a .8 3 .12 a 289» 3^ M ' 4* . 8* . 12* . 16» 289* 

= *i — w, — — «4 — « 6 — • • 

Nun ist yl/34 = \V%toF 

7t* = 9,8696044010893586 .. . 

j \/M = 6,10615854542716 = ts t 



»,= 0,00132053601761 
3,5 u % = 0,0000001070937 



— 8* . 289 
*« = 1^89 =0,0000000001621 

11 . 13 

— 16* .289 U * — U '' 
— i 



HI I IIIIIII I Ililll* 



Summe = 0,0013206432737 
«,=6,1061585454272 

E= 6,1048379021535 

• 1 



* i ■ • * 



i « t . . • ■ 

I .i ' ' 

. t l . • 'i ... : . . ■ \ 



i • 
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lieber die Methode der unbestimmten Coeffi- 
zienten und verwandte Gegenstande. 

Von 

Herrn Doctor O. Schlömilch 

zu Weimar. 



Zur Verwandlung der Funktionen in Reihen bedient man sich 
immer noch so häufig der Methode der unbestimmten Coeffizienten, 
dass es wohl nicht überflüssig sein dürfte, auf die Mängel solcher 
Ratwickelungsweisen genauer hinzuweisen uod das Gebiet ihrer 
Anwendbarkeit näher zu bestimmen. 

1) Das Verfahren besteht bekanntlich darin, dass man die zu 
entwickelnde Funktion 



• . • 



und die noch unbestimmten Coeffizienten a, b, c, . . . mittelst irgend 
einer Eigenschaft der Funktion f{.r) bestimmt. Das ist aber bei 
weitem nicht genug. Es müsste nun auch noch gezeigt werden, 
dass jene Eigenschaft die Funktion ./(./•) vollkommen churakteri- 
sirt, 4* dass es keine andere Punktion giebt, welche die 

nämliche Eigenschaft besitzt, ohne mit /Uj identisch zu sein *). 
Geschieht diess nicht, so kann man, wenn umgekehrt a, 4, c 
gegeben sind, von der Summe der Reihe 



• • • 



• • • 



nichts Anderes sagen, als: es ist dieselbe eine gewisse Funktion 
von .r, welche die und die Eigenschaft hat, dass u. s. w. Als Bei- 
spiel will ich nach der gewöhnlichen Weise zeigen, wie sich die- 
jenige Funktion von ac in eine Reihe verwandeln lasst, welcher 
die Eigenschaften zukommen: 



Um^ = l fdr abnehmende d. 



•) So baben die Funktionen \(a* a~ *) und cos aar die Eigenschaft ge- 
mein, dass f{x y) -f-/(ar — y) = 2/(x) >f(y) ist, und die Funktio- 

X 'X 

nen J«(**H-*7 und ax + h die, &nM* f( * + k) +Jf*~ A} nicht 
mehr von n abhängt, u. s. w. r. .» . . j 
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* 



Aus der ersten Gleichung folgt für y = ar, 0 =/(()), also darf die 
fragliche Reihe kein von a: freies Glied besitzen; ferner für ^r=0 
giebt die Benutzung des eben Gefundenen —f(y)=zf( — y), so 
dass mithin nur ungerade Potenzen von a: vorkommen können. 
Wir setzen daher ' 

f{ac) = a x x-\-a % a: % -\-a t a: % -f- 

woraus folgt • 

fW —fjy ) _ * — y — y» y' r,x 

y 1 x —y * x — y Tl * a? — y 1 ' 

Vermöge der ersten für f(x) angegebenen Eigenschaft muss aber 
auch sein 

- Bekanntlich hat man aber für jedes positive ganze »;>0 

= -r"- 1 4- -f- -H«y— «H-y«^ 

, folglich für y=zx 

Nehmen wir auch in (1) und (2) y==^r, so ist vermöge dieses 
Satzes 

«, -+- 3a t a; 2 -f- 5rtr s or 4 

= l + = Ä > ~ «i^" 4 — • 

Durch Vergleichung der Coeffizienten gleicher Potenzen von a: er- 
halten p Xi a„ « 5 , . . . ihre Bestimmung und es wird dadureli 



Der Coeffizient a x findet sich vermöge der Eigenschaft Lim^^=L 

Derselbe ist =1, und somit sind wir zu folgendem Theorem 
gelangt: 

Die Summe der Reihe 

• " * • ' . * ,. 

ist diejenige Funktion von welche die Eigenschaften besitzt: 

/M -/(y) =/(rr^)' Lim = 1, für abnehmende o*. 

Welche nun diese Funktion sei lässt sich auf elementarem Wege 
nicht gut entdecken. Weiss man umgekehrt aus anderen Betrach- 
tungen, dass die Summe der vorliegenden Reihe Arctan a: ist. so 
kunn allenfalls jene Rechnung als ein elementarer Beweis dienen, 
dass die genannten Eigenschaften für den Arctan. charakteristisch 
sind. ' 

Jene nothwendige Vervollständigung lässt sich aber nur bei 
wenigen Funktionen geben, nämlich dann wenn der Quotient 

zweier Reihen von der Form a + ßa: -i- ya:* -+- . . . oder wenn 
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und ==loff (1 -f-ar) ist. (Cauchy, Cours d'Analyse, 
1. partie, Chap. V.) 

2) Ein zweiter Vorwurf, welcher die Methode der unbestimm- 
ten Coeffizienten trifft, wie sie bisher angewendet wurde, 
ist die Nichtbeachtung des Restes der entspringenden Reihe, wo- 
durch die natürlichste Bestimmung der Convergenz oder Divergenz 
derselben verloren geht. Wie man vielmehr jene Methode anzu- 
wenden habe, will ich hier an einem Beispiele zeigen, welchem ich 
jedoch einen Satz von den bestimmten Integralen vorausschicken 
muss. 

Wenn M und S das Maximum und Minimum der Funktion 
<p(&) innerhalb des Intervalls .c~a bis ao = ß sind uud 
fp(&) eine Punktion bedeutet, welche während des nämlichen 
Intervalls positiv bleibt so ist jederzeit 

M J*^(a;)da; >J^9(*) Wp\dx > N J*%(x)dx. (3) 

Denn vermöge der Bedeutung von M und N ist für das ganze 
Intervall 

• . ' 

M — y(.r) positiv, Ä— gp(.r) negativ, 

folglich, weil tp(a:) und dac positiv sind, auch 

\M— tf(x)\ ip(a:)da: positiv, [A — <p(x)\ rp(x)da: negativ 
und ebenso 

/\[M — tp(&)] fp(je)dx positiv, — 9P(«^)1 ip(&)da? negativ. 

Durch Integration der einzelnen Glieder folgt daraus sogleich das 
aasgesprochene Theorem. 
Ich will nun setzen 

(1 H-^> M =l + flr l ^ + flr,^*-r- a„a^ -+■ R H 

eine Annahme, die sich für ganze positive Exponenten durch ge- 
meine Multiplikation und für andere (x durch die Analogie recht- 
fertigt. Nun beweist die Differenzialrechnung unabhängig vom Bi- 
pomialtheorem, dass für jedes beliebige reelle d(%!*) = pst*— l dx 
ist. Vermöge dieses Satzes habe« wir,. 

und durch Multiplikation mit (l -h^r), 

Ü\+'*r = * t + (2*. +a\)a:+ ...... {na n -f- ü^\a n -i)x*~ l 

Aus der für (l-f-^y 4 angenommenen Reihe folgt aber 

Ml + *)P==p-r-rft*i* + -4- pa n - x jc»-i 



Durch Vergleichung der Coeffizienten von .r 0 , x x a*—* er- 
halten wir 
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i - a n — , n 



i) — *) Cu~«4-D 

1*2' ■ , 1 . ~ ...... 7£ 

Durch diesen Werth von n n werden aber die mit x n multiplizirten 
Glieder nicht identisch; es* muss daher im Uebrigen sein 

dlin 

Um aus dieser Differenzialgleichung ./?„ zu finden, sei 



wo ?/ eine noch zu bestimmende Funktion von x ist Die Diffe- 
renzialgleichung wird jetzt folgende. 

h* - »)«„[(i + ,*)f+i ^ ■+- Kl + + ^^yl 

d. i. sehr einfach 



«Cr 

... • i 

woraus 

■ 

x n dx 



und ' 



Const. 

. -I- 



Ä=0» - « W* -H ^ [/ gf^a + Const] (4) 
folgt. Dieser Rest ist es nun, welcher die gefundene Reihe 



1.2 * 

• • • t 1 — 5 z V D / 

ergänzt. Für ein positives ganzes (u = u bricht die Reihe bei dem 
Gliede x n ab, weil das nächste den Faktor » — n = 0 enthält 
An dieses wäre dann noch der obige Rest anzuhängen , der aber 
ebenfalls den Faktor /< — » = 0 enthält und daher sich annullirt. 
Für jedes andere ,u dagegen wird keins der Glieder unserer Reihe 
= 0 und es liegt daher sehr nahe, sie ins Unendliche fortgeben 
zu lassen. Dabei fragt es sich aber noch, was äussern Reste 
werden wird. Würde derselbe über alle Gränze hinaus wachsen, so 
wäre durch die unendliche Verlängerung der Reihe Nichts gewon- 
nen, weil sich dann der ganze Ausdruck auf das vieldeutige Resul- 
tat (1 xY* = oo — oo reduziren würde; wir müssen dessbalb den 
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Rest so einzurichten suchen, dass sich derselbe bei wachsendem n 
entweder einer endlichen bestimmten Gränze oder der Null nähert. 

Um zuvörderst die Constante der Integration in (4) zu bestirnt 
men, setzen wir in (5) ^ = 0, wodurch sich die Reihe auf die 
identische Gleichung 1 = 1 reduzirt. Es muss also dann der Rest 
= 0 oder 



Con8t = -f<JTW* ( für *=°) 

sein. Es ist aber sehr leicht einzusehen, dass dieses Integral für 
.r = 0 verschwindet, also Const =0 wird. Geben wir ferner a: 
den grössten absoluten Werth c y so können wir schreiben 

Ohne diese Integration auszuführen, können wir leicht mittelst, des 
früher bewiesenen Lemma von den bestimmten Integralen den Rest 
in zwei Gränzen einschliessen. Bezeichnen wir das Integral mit J 

und setzen ce = 0, ß=c, q>{x) = (1 + xyt+i > V ; (^) = «o ist 
Jf=r1, A*_— 1_, und mithin 



oder 



1 

(1 .+- C >u-H ^jTI 



und daher: 



oder, weil a„+i=^~ a n ist, ' 

(1 -f- cY** H +ic«+i > R n > (1 + c)-ia„+ lC »+h 

Daraus geht hervor, dass der Rest in den nämlichen Fällen wach- 
sen oder abnehmen wird, in welchen diess mit den Gliedern der 

Reihe 

(1 ■+• xY = 1 + a x x -f- a 2 a; 2 -+-.... -f- a n x n (für .r = c) 
geschieht. Bezeichnen wir a H c n mit p„, so ist 

^=-f-^(l-^|) (l-^i)c» 
u. s. f. 

Thell III. 18 
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Soll nun abgesehen vom Zeichen <.Pn+2*<Pn+i<Lpn sein, 

d. Ii. die Grösse p n bei wachsenden a beständig abnehmeu, so 
folgt daraus 

p-SSfc*<* ««-Sfi>r<* o-SS*<* 

was hei dem wachsenden » auf das gemeinsame Resultat 

c-< 1 

hinausgeht. In jedem anderen Falle nehmen die Glieder /!»„, 
p n +>\ .... nicht ins Unendliche ab, sondern werden entweder am 
£nde constant oder unendlich gross, und das Nämliche gilt dann 
von dem Rest der Reihe. Schliessen wir diese Fälle aus, so bleibt 

(l- T -^)/<==l-+-^- .r'-f- in inf., 

+ 1>^7>— 1 

eine Reihe, deren Glieder immer kleiner werden und deren Rest 
verschwindet, d. h. eine convergente. 

In dieser Weise inuss die Methode der unbestimmten Coeffi- 



zienten angewendet werden, wenn man auf 'Strenge Anspruch 
machen will. Hätte man früher diesen an und für sich so natür- 
lichen Weg verfolgt, so würde der leidige Streit über Convergenz 
und Divergenz der Reihen gar nicht entstanden sein. Statt dessen 
liess man gleich die Reihe ins Uubestimmte fortgehen und bemühte 
sich später den offenbar widersinnigen Resultaten (sobald eine Di- 
vergenz eintrat) eine irgend plausible Bedeutung zu vindiciren. 
Wie es scheint hat man sich immer daran gehalten, dass durch 
eine richtige Rechnung auch etwas Richtiges zum Vorschein kom- 
men müsse. Dazu gehört auch Richtigkeit der Voraussetzung. 
Wenn man aber eine Funktion einer unendlichen Reihe gleich 
setzt, so will man damit sehr oft der ersteren eine Form aufzwin- 
gen, die sie gar nicht annehmen kann. 

Dergleichen Fälle giebt es mehr. Setzt man z. B. 

f(ac) ~a v sin a: -f- « 2 sin 2a: + . . . . -+- a„ sin Ha: -f- . . . . 



2 

multiplizirt beiderseits mit — sin na: Ja: und integrirt zwischen 0 
und TT, so findet man 

~ % f^f{ x ) 8 ' n nao da: = an* 
Man nehme z. E. f(x) = 1, so hat man darnach 

— = sin a: -f- \ sin Za: -+- 1 sin 5or -f- . . . 

Aber für a: = 0 oder a: = n kommt der Widerspruch = 0 zum 

Vorschein. Darüber braucht sich Niemand zu wundern, denn es 
liegt diess lediglich in der Form der Reihe, die für f(a:) angenom- 
men wurde. Hier kann man die Unrichtigkeit der Voraussetzung 
für .r = 0 und a* = 7t gleich a priori erkennen, bei den nach Po« 
tenzen von a: fortschreitenden Reihen dagegen erst a posteriori 
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durch die Betrachtung des Restes; aber gerade diese letztere hat 
man gewöhnlich vernachlässigt und daher der ganze Streit. 

Zu welchen entsetzlichen Resultaten man durch dergleichen 
Nachlässigkeiten gelangen kann, will ich hier an einer Rechnung 
zeigen, die ich parallel einer von Euler herrührenden fortführen 
will °). Nach der Formel 

cos (*-h \)x = 2cos nx cos x — cos (» — \)x 

ist 

cos x = cos x 
cos 2a? = 2cos x cos x — 1 
cos 3x = 2cos 2x cos x — cos x > (6) 
cos 4or = 2cos Zx cos x — cos 2ar| 

u. s. w. in inf. 

Also , wenn man das Aggregat der Grössen auf der linken Seite 
der Gleichheitszeichen =S setzt, 

- S = cos x -h cos x — 1 — *S T , 
woraus man sogleich erhält 

S = cos ar-f-cos 2.r + cos 3.r-f- . . . in inf. = — j. 
» * * . • 

Entwickelt man jeden Cosinus in eine Reihe, so ist 

-(P+2» + 3»H- )ft 



+(1«+2 4 +8\+.m ) TTT~J7h 



woraus augenblicklich folgt 

1 + 1 + 1-4-1-+-. in inf. = — J 

l»-t-2* + 3*-f- i# . =0 

l 4 -f-2*-f-3«+ =0 u. s. f. 

Dazu werden sich schwerlich Gläubige finden! 

Untersuchen wir nun, worin der Fehler liegt. Nehmen wir die 
Reihe erst als endliche bis zum »ten Gliede, setzen 

S„=. cos x-\- cos 2x -f- . . . . + cos nx 

— — — _ — — _ _ ' 

* • 

•) Supplemente zu Klügeis Wörterbuch S. 536. 

18» 
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und denken ans zu der obigen Darstellung' (6) noch das letzte 
Glied 

cos nx = 2cos (»—1) cos x — cos (» — 2) .r 

hinzugeschrieben, so ist jetzt 

S„ = cos or-f- 2S n i .cos — 

nnd weil S n ~\-=&„ — cos«.a?, S„—2Z=.S„ — (cos «.z*-r-cos (#• — 
ist, so findet sich leicht nach einiger Reduktion 

« 

S n = cos a?-\- cos 2a: cos 3.2? -J- .... -f- cos »a: 
T+ 2s in \x 

Für wachsende n nähert sich aber der Siousquotient (der Rest der 

Reihe) keineswegs der Null, sondern oszillirt beständig zwischen 
l i 

-t-TT- — T" UQ d — o • . , so dass also jene Reihe ins Unendliche 

<£Sin -*i%V iS\T\^X 

fortgesetzt gar keine bestimmte Summe bat. Entwickelt man da- 
gegen auf der linken Seite die Cosinus und auf der rechten den 
Sinusquotienten nach Potenzen von ac> so erhält man durch Ver- 
gleichung 

l°_t_2° -f-3°-f- -t-»° = *» 

u. s. w. 

die ohnehin schon bekannten Formeln. Auf gleiche Weise kann 
man die übrigen Reihen der Art prüfen und wird immer den alten 
Fehler finden, dass ein Rest (der Quotient zweier trigonometrischen 
Funktionen) weggelassen worden ist, ohne dass er für wachsende 
n sich der Null nähert. (Die Frage des Herrn Dr. Hellem Dg, 
Archiv Theil 1. Heft 3. S. 321. erledigt sich dadurch von selbst.) 

Vielleicht ist es nicht überflüssig, zur Ergötzlichkeit der Leser 
noch einige Folgerungen aus den gewöhnlichen Resultaten zu 
ziehen. 

Wir fanden 

. 2«-»- 1 

sin — x 

z 

cosa?-f-cos2^r-r-cos3^p-r-.. . .-{-cos /#«r= — £H ^ — (7) 

und wenn wir n — a: für jp schreiben . 

cos — =p-a: 

cos <c — cos 2.r-r-cos 3.T-+- dbcos rtx=.{zp — ^ — , 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem n gerade oder 
ungerade ist. Nun soll aber anetore Eulero sein 
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cos x -fr- cos 2.4; -fr- cos 'Sx -h . . . . in inf. = — 



3 



cos x — cos Ix -fr- cos $x — . . . . in inf. = -fr- 1 

also müsste, wenn wir in unseren Formeln n = oo nehmen, auch 
sein 

sin oc^r = 0, qp cos oe.r = 0 

folglich 

sin 2 ocr cos 3 <xx = 0. (!) 

Man multiplizire ferner die erste Reihe mit f(x)dx und integrire 
zwischen zwei Gräozen 0 und a so kommt 

JqA*)**-*- ^Ij/qA*) cos x dx 

+ J*°f(x) cos 2;r <fcr-fr- in inf.] =0 (8) 

während dagegen die Summe derselben nach (7) 



« 2n -fr- 1 
1 sin — ~ / 



sin 



T£ — fiir wachsende *» 



ist, worüber man einen früheren Aufsatz von mir (Archiv Theil I. 
S. 417) nachsehen kann. So würde aus jener Reihe (8) für 
f[x) = e-* t a — <x folgen 



1 T*+J + 2M-~T + 3^+7 + ininf. = 0.(!) 

Doch genug von diesen Verkehrtheiten, deren Zahl sich leicht ver- 
mebren liessc. Schliesslich noch ein Paar Worte über die Methode 
der unbestimmten Coeffizienten. Wirft man einen Blick auf die 
oben gegebene Darstellung, so ergiebt sich von selbst, wo die frag- 
liche Methode ihren Platz finden kann. In der allgemeinen Arith- 
metik wird man sie ausser zur Entwickelung von Reihenquotienten 
nicht benutzen können, weil die zu strenger Untersuchung nöthigen 
Vervollständigungen die Kräfte der niederen Analysis übersteigen. 
Es ist daher oesser nicht von der Entwickelung in Reihen, son- 
dern von der Summirung derselben auszugehen und dabei mit 
der Binumialformel anzufangen, aus welcher sich die übrigen Rei- 
hen für die wichtigsten Funktionen ableiten lassen. Das Bcdürf- 
niss der Convergenz stellt sich hier von selbst dar, weil man nicht 
eher die Bestimmung einer Reiheosumme unternehmen wird, als bis 
man weiss, dass eine solche in endlicher Form existirt. Dieser 
Weg, den unter Andern Cuuchy in seinem Cours d 'Analyse 
eingeschlagen hat, bleibt daher jedenfalls der strengste. 
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XXXII. 

lie Integration unendlicher 

Von 

Herrn Doctor O. Schlö milch 

zu Woiinar. 



Der MisBbrauch, den man mit unendlichen Reiben, welche nicht 
jederzeit convergiren, getrieben hat , führte unter Andern auch da- 
zu, dass man Reiben der Art zwischen Gränzen integrirte, inner- 
halb deren sie nicht beständig convergiren. Dass diess im Allge- 
meinen nicht erlaubt sei, ist leicht einzusehen. Denn ein bestimm- 
tes Integral 



ist bekanntlich die Kränze, welcher sich der Ausdruck 

*l /(«) +/(« + <*) +/(« -t-**> + +/(« H- iT=a<J)| 

J = ^^, (it eine positive ganze Zahl) 

für wachsende », also abnehmende ö nähert. Will man nun für 
/(./ ) .unter dem Integralzeichen eine unendliche Reihe setzen, so 
wird man erst den vorliegenden Ausdruck um die Befugniss dazu 
befragen müssen. In demselben durchläuft x stetig die Werthe 

a, u -+- J, a + 2<f, ß — <J, 

und mithin wird jene Reihenverwandlung dann erlaubt sein , wenn 
die Reihe für f\x) für alle diese Werthe von a: richtig ist, d. h. 
convergirt. 

Wie leicht man bei der Nichtbeachtung dieser Regel auf Irrthü- 
mer stossen kann, zeigt u. A. folgendes Beispiel. Es ist be- 
kanntlich 



r*>x™-\dx 

»/ o 1 — X" 

» 

folglich für « = 1, * = 2 



n tan 

n 



=0. 



o 1 — x 

1 

Wollte man unter dem Integralzeichen statt x __ x * die Reihe 
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✓ • - 

1 -f- ar a 4- sc* -+- H- . . . . 
setzen, so würde man dagegen erhalten 

also überhaupt das Integral = ae, ein ganz falsches Resultat., 

Indessen fehlt es auch nicht an Beispielen, dass trotz der Ver- 
nachlässigung jener Regel richtige Resultate zum Vorschein ge- 
kommen sind. Dies liegt dann an einer besonderen Beschaffenheit 
des Restes der Reihe. Vorausgesetzt dass 

±ff 0 + a,a: + a % x x -+-... -f- a n x» -+- Rn 

eine Reihe sei, welche für a: = ß divergirt, d. h. in welcher für 
wachsende n sowohl der Rest, als die vorhergehende Summe unbe- 
grenzt wachsen, so trifft es sich doch häutig, dass in dem Aus- 
drucke 



a f(x)äa: = a,{ß— o) + «r, — 



das letzte Glied für wachsende n abnimmt und folglich das Näm- 
liche herauskommt, als wenn man den Rest gar nicht berücksich- 
tigt hätte. 

Der Sicherheit wegen ist es daher immer nöthig den Rest mit 
zu nehmen, sobald die lntegrationsgränzen die YVerthe von x für 
welche allein die Reihe convergirt, übersteigen. Natürlich ist diess 
in manchen Fällen eine blosse Vervollständigung, durch die man 
nichts Neues erfährt, die aber von einer strengen Begründung wohl 
verlangt wird. 

So hat man z. B. die Integrale 

y**> x<t—\dx /*<* x**—\dx 
o 1 -+-x '«/ o 1 — x' * ' 

• 

mit deren Entwickelung sich ein Theil des Aufsatzes vom Herrn 
Herausgeber, Archiv Theil II. Heft 3. S. 283—301 beschäftigt, 
auch auf einem sehr kurzen Wege entwickelt, welcher aber gerade 
jene Vervollständigung nöthig hat °). Es sollen desshalb jene In- 
tegrale hier besonders betrachtet werden. 

1) Theilen wir in dem ersten derselben, welches kurz J heis- 
sen möge, das Intervall 0 bis oo in zwei andere von 0 bis 1 uud 
l bis *>, so ist 



°) Supplemente zum mathem. Wörterb. lste Abth.'S. 154. Wahrscheinlich 
hat auch der Herr Herausgeber das Ungenügende jenes Beweises ge- 
fühlt, und daher in seinem Aufsatze einen zwar längeren aber gründ- 
licheren Beweis gegeben. 
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1 

Nehmen wir in dem Integral von 1 bis oo, x = ~ , so wird 

x° — ^dx — x — a dx _ . _ 
&*-*dx = — % a * . d% und x _^ x = ■ D»e Integratioos- 

gränzen für % müsseu =0 und =1 genommen werden, damit sie 
mit denen für x identisch werden. Also ist nun 

oder, wenn wir im zweiten Integrale die Integrationsgraden ver- 
tauschen und zc für % schreiben: 

_ f& x«—^dx , f* x—°dx 
Bekanntlich ist nun identisch 

4 » 

njbr = i • K- 1 *— 1 + ( T^T - 

Wollen wir diese Reihe unter das Integralzeichen substituiren , so 
dürten wir sie nicht ins Unendliche fortsetzen, weil sie für a: = \, 
der oberen lntegrationsgränze, nicht convergirt. Wir haben dann 
folgende Entwickelung 

J=y**[&«-1 — x"-+- a*** — ■+- (— % \dx 

-J*^\ar~« — o:-«-*- 1 -f- ar-«+2 — -f-(— 1)—-**? 

— 1)" / , 



+( _l)n-, ! 

ff «-#-1 a-f-2 ' — 1 

+ z~ l --=r~r 2 + -M-V-r^ri 

t 



Damit nun keines der Glieder jener beiden Reihen unendlich gross 
werde ist nöthig, dass a ein positiver ächter Bruch sei. Ziehen 
wir ferner beide Reihen durch Vereinigung der unter einander 
stehenden Glieder in eine zusammen, so ist noch 

y— -L _i ?f 52-+. .. -M-iy-2 *» 
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Laasen wir nun das beliebige n ins Uuendliche wachsen, so wird 
die obenstebende Reihe eine unendliche convergeute, wovon 
man sieb sehr leicht überzeugeu kann. Ks fragt sich nur noch, 
was in diesem Falle aus den angehängten Integralen wird* 

Jedes derselben lässt sich nach dem Theorem (3) in dem vor- 
hergebenden Aufsätze über die Methode der unbestimmten Coefli- 
zienten in zwei Gränzen einschliessen, wenn man das dortige 

« = 0, /?=1, <f,{x) = . * , = 1 oder = 

setzt. Vermöge der Bedeutung von M und N n. a. 0. ist 



0' — 1-f-l» 

folglich wenn wir a-\-n — 1 und — a-\-n mit m bezeichnen, 
welches gleichzeitig mit n wächst: 

oder 

1 s*i x m fi x 1_ 

Für wachsende m nähern sich über beide Gränzwerthe der Null 
und mithin verschwindet auch das Integral selbst für n = m t=z oc. 
Lassen wir daher in (3) die* beiden Integrale weg und setzen die 
Reihe ius Unendliche fort, so ist 

-12« 2a 2a r /*\ 



Die Summe dieser Reihe ist aber bekanntlich ==- , ,und also 

sin j * ' 1 

haben wir, uns an die Bedeutung von J erinnernd, 



0 1 -h x sin an* 



0 . (5) 



Für <*•=— , wo also n>m sein muss, und ac=\* ergiebt sich 
noch 



/ \ — = , n ^> m. (u). 

/| 1 + i* . tnn' v ' 



n sin 



Man findet auch leicht durch unmittelbare Integration, dass diese 
Formeln noch für « = 1, *» = //, richtig sind, was aber wegen 
des Unendlichwerdens derselben keinen Nutzen gewährt. 

2) Der bisher verfolgte Wejr führt auch unter einigen Modifi- 
kationen zur Kenntniss des ähnlichen Integrales 



J o l — x ' 



Nimmt man mit demselben die Reduktionen vor, welche früher den 
Ausdruck (1) in (2) verwandelten, so findet sich 
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p\x°~^dx p^ X n dx 

y o i «/o \—x 



und, weil 



r= ^=H-^r + ^ , -|- -h x" * -f- YZ=~i 

ist, auch 

J=y**[a:a-i -f- ^» -+- ^r a+1 -+- x Q + n '-' 1 \da; 

X 



~-*J^\pB-* -+- ar-«+i -f- or-«+8 -f. jc-<*+>^-*\da: 



lj; — dx 
X 

« ö -f- 1 ~ T "«-+-2" t " " r «-f-n— 1 

1 1 _ 1 1 

— a-f- 1 — — « -|- n — 1 — a-|-» 



0 1 — ^- %t / o 1— * 



J__ 2 „r 1 ■ 1 , . L 1 

« '"Ip-«» -t" o» — a» + * (» - 1)' — « aJ 



— }(8). 



-+- / : (Ix. 

t/ o l — # 



Wollte man die früher, auf die in (3) angehängten Integrale ange- 
wendeten Schlüsse hier wieder für die beiden Integrale in der vor- 
letzten Reihe benutzen, so würde man für jcdcB das Unendliche 
als Gräuzwcrth finden. Desslialb wurden sie in der letzten Reihe 
in ein Integral zusammengezogen, was wegen der gleichen Integra- 
tionsgränzen leicht geschehen konnte. Dasselbe lässt sich aber 
auch so schreiben 

— : x'^—^dx 

0 1 — x 

worin wir 1 — 2« mit //, n-\-a — 1 mit m bezeichnen wollen. 
Um nun für dieses Integral zwei Gränzwerthe angeben zu können, 
nehmen wir in dem früher citirten Satze von den bestimmten Inte- 

1 — x b 

gralcn <f{ x) = , tp(x) z=. x ,n , a = 0, ßsssh Ks wären nun 

für dus Intervall x = 0 bis .r = 1 das Maximum und Minimum 
(M und A) der Funktion y{x) zu bestimmen. Diess könnte nach 
der gewöhnlichen Weise geschehen wenn // in Zahlen gegeben ist. 
für unseren Zweck reicht es aber hin zu bemerken, dass dieselben 
endliche (Frössen sind. Demi während des lutervalles 0 bis 1 kam 
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l #6 

die Funktion nicht unendlich werden. Dazu würde nöthig 

sein, dass der Nenner =0, also r=l wäre; dann wird aber' 
auch der Zähler =0 und der wahre Werth des Symboles £ fiudet 
sich nach den gewöhnlichen Regeln =£. Eben so wenig kann 
jene Funktion ==0 werden, weil dann der Zähler =0 sein müsste, 
in welchem Falle auch der Nenner sich annullirt und wieder das 
Vorige eintritt. Also sind M und JS zwei endliche Grössen, und 
wir haben in Folge des früher citirten Theorems 

oder, wenn wir die Integrationen ausfuhren und die Werthe von 
m und b wieder einführen 

«-f-a t/ o l — x n-\-a 

woraus sich ergiebt, dass für wachsende n das Integral sich unbe- 
grenzt der Null nähert. Lassen wir dasselbe in (8) weg und setzen 
die vorhergehende Reihe ins Unendliche fort, so ist nun 

J = L-2a[-^+ + in inf.j 

Vorausgesetzt dass a ein positiver ächter Bruch ist, haben wir 
n cot an als Summe dieser Reihe, und mithin » 



m 



woraus für a = — , a: = % n sich noch ergiebt 

n 



0 i — mn* 

n tan 



n>m. (10) 



Die bisher befolgte Methode ist noch vieler Anwendungen fähig. 
So findet man z. ß. leicht die Integrale 

«/ o 1 X 3 2 «TT " = = 



cos 2 

— x—<» , n . an , 

— «fc— tan T , 1 



die viel Analogie zu den oben entwickelten besitzen. 
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XXXIII. 

Die Algebra in Italien seit Fibonacci *). 

i 

Voo dem 

* 

Herrn Doctor Gerhardt 

Lehrer am Gymnasium zu Salzwedel. 



Die Algebra, namentlich die Auflösung der Gleichungen, hat 
seit den denkwürdigen Arbeiten der italienischen Mathematiker des 
löten Jahrhunderts wenig Fortschritte gemacht und die Hemmnisse, 
die sie nicht zu beseitigen vermochten, sind im Allgemeinen noch 
jetzt vorhanden. Es scheint der Mühe werth zu sein, den Weg zu 
verfolgen, welchen die Wissenschaft seit dem Auttreten Fibonacci's 
zu Anfang des 13ten Jahrhunderts einschlug, bis sie zu jenem 
Höhepunkte gelangte. 

Jahrhunderte vergingen, ehe jemand auftrat, der den hohen Ver- 
diensten Fibonacci's sieh hätte würdig zur Seite stellen können. Die- 
ses Factum, so wie dass die Arbeiten dieses Mannes Jahrhunderte 
hindurch fortwährend benutzt und die Gräuzen der Wissenschaft, 
wie er sie gesteckt, erst nach langer Zeit erweitert wurden, ver- 
anlassen uns zu behaupten, dass Fibonacci unter die bedeutendsten 
Mathematiker des Mittelalters gerechnet werden muss. Zwar ha- 
ben wir gesehen, dass er theilweise nach arabischen Vorbildern 
arbeitete; dies thut jedoch seineu Verdiensten wenig Eintrag, denn 
er hat gezeigt, dass er allein in jenen Zeiten der tiefsten Unwis- 
senheit dem Flöge der Wissenschaft, den sie bei den Arabern ge- 
nommen, zu folgen und sie in sich aufzunehmen vermochte. 

Nach ihm linden wir im 13ien Jahrhundert kaum die Nameu 
einiger Mathematiker erwähnt; von ihren Werken ist wenig bis 
auf uns gekommen. 1 So schrieb ein Dominikaner Leonardo von 
Pistoja um 1280 über Geometrie und Arithmetik, dessen Werke wir 
ober gegenwärtig nicht mehr haben, und um dieselbe Zeit ein von 
Ximenes erwähnter Anonymus einen Abbaco. Auch beschäftigte 
man sich mit Uebersetzungen aus dem Arabischen; so übersetzte 
Guglielmo di Lunis eine Schrift: die Regel über die Algebra (Re- 
gola delP Arcibra) aus dem Arabischen ins Italienische. Man hat 
dieses Werk für eine Uebersetzung der Algebra des Mohammed 
ben Musa gehalten; dieser Annahme jedoch widerstreitet das, was 

» 

-j — 

*) Grösstenteils nach Libri histoire des mathematiques eu halte ; dabei 
benutzt sind die Werke von Montucla, Chasles und Kästner. 
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Ghali gai daraus mittheilt. Späterhin schrieben Pranzesco di Donati 
Michelozzi, Paolo Gherardi, Pietro Strozzi and Antonio Biliotti, 
genannt dalP Abbaco, sämmtlich aus Toskana, wo Fibonacci's Ein- 
fluss nicht ohne Wirkung gewesen war, über Arithmetik und wahr- 
scheinlich auch über Algebra; der berühmteste aber unter den Flc- 
rentinischen Mathematikern <jer damaligen Zeit war Paolo Dago- 
mari, genannt auch Paolo dall' Abbaco oder Paul der Geometer 
(f 136a). Er besass ein ausserordentliches Talent und gleichzei- 
tige Schriftsteller haben ihn neben Dante und Petrarca gestellt. 
Von seinen Schriften existiren noch handschriftlich Bücher über den 
Abbaco, worin zuerst das Komma gebraucht wird, um grosse Zah- 
len in Gruppen zu 3 Ziffern zu theilen; ferner eine Schrift über 
Arithmetik und Algebra, welche für Kaufleute bestimmt, die Auflö- 
sung der Gleichungen der beiden ersten Grade, die der zweiteili- 
gen cubischen Gleichungen und mehrere schwierige Probleme aus 
der unbestimmten Analysis enthält. Dagomari gab auch zuerst in 
Italien einen Almanach heraus, den man damals Taccuino nannte. 
Um dieselbe Zeit schrieb Giovanni Danti von Arezzo eine Abhand- 
lung über den Algorismus nach den Werken des f$netius, und eine 
Geometrie, wobei er arabische Schriftsteller benutzte. Ein anderer 
Florentiner, Raphael Canncci, vertasste im Uten Jahrhundert in 
italienischer Sprache eine Abhandlung über die Algebra, die für die 
Geschichte der Mathematik von Wichtigkeit ist und eine nähere 
Berücksichtigung verdiente. Sie findet sich noch handschriftlich in 
der Palatinischen Bibliothek zu Florenz. 

Prosdocimo Beldomando von Padua verfasste gegen das Ende 
des 14ten Jahrhunderts ausser andern mathematischen Schriften eine 
Abhandlung über den Algorismus, die 1483 zu Padua gedruckt 
wurde, und unter seinen noch handschriftlich vorhandenen Werken 
giebt es eines, das nach indischen Vorbildern gearbeitet ist. 

Dies sind die bekanntesten Männer, die nach Fibonacci im 
13ten und 14ten Jahrhundert über Arithmetik und Algebra geschrie- 
ben haben. Ausser ihnen Hessen sich noch viele Namen mathema- 
tischer Schriftsteller anführen, die zwar nicht unmittelbar die Wis- 
senschaft weiter förderten, aber doch zu ihrer Verbreitung beitru- 
gen und das Jahrhundert des Ferro und Tartaglia vorbereiteten. 

Die noch handschriftlich vorhandenen Werke über die Algebra 
aus dieser Zeit enthalten gewöhnlich die Auflösung der Gleichun- 
gen des ersten Grades und allgemeine Regeln, öfters jedoch ohne 
Beweis, für die Lösung der quadratischen. Einige Schriftsteller 
haben Gleichungen des otcn und höherer Grade behandelt, die zur 
Lösung derselben gegebenen Regeln sind aber falsch; für den Fall 
nämlich, dass diese Gleichungen dreitheilig sind, haben sie mittelst 
Induction Formeln gemacht, die denen ähnlich sind, die zur Lö- 
sung der quadratischen Gleichungen dienen; für Gleichungen, die 
aus 4 oder mehr Gliedern bestehen, gaben sie sehr bizarre Regeln, 
die auf falsche Principien gegründet waren °). — In diesen Manu- 



*) Libri ist im Besitz eines Mannscripts aus dem Uten Jahrhundert, wo 
eine Regel zur Auflösung der Gleichung von der Form px* =ajc+6 

3 

gegeben wird; nach derselben soll ars= ^-*-|/^) a "*-^ * eul » ~~ 
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Scripten findet man auch Probleme der beiden ersten Grade aus der 
unbestimmten Analysis und einige Bemerkungen über Wurzelaus- 
drücke. Die Zeichen der Addition und Subtraction finden sieb 
noch nicht: die Addition wird dadurch angezeigt, dass die beiden 
zu addirenden Ausdrücke neben einander gestellt werden, und die 
andern Operationen werden durch Umschreibung ausgedrückt. Das 
Wort Binom findet sich schon, nicht aber das Wort Gleichung; 
das Wort Algebra wird sehr häufig getroffen, Almucabala weit sel- 
tener. Einige Anwendungen der Algebra auf Geometrie., die im 
Allgemeinen keiuen andern Zweck zu haben scheinen, als die Pro- 
bleme aus der unbestimmten Analysis zu construiren, und einige 
leichte Untersuchungen über Maxima vervollständigen öfters die 
wissenschaftlichsten dieser Werke. So kommen z. B. in dem oben 
erwähnten Manuscript über Algebra, die für Kaufleute geschrieben 
war, wie ausdrücklich am Eingange bemerkt ist, folgende Aufga- 
ben vor: 1) Es sollen in einem Kreise, in einem Dreiecke oder in 
einem Quadrate eine gegebene Anzahl Kreise, gleichschenkliger 
Dreiecke oder Quadrate beziehungsweise eingeschrieben werden, 
so dass die Summe der Flächen der eingeschriebenen Figureo ein 
Maximum ist; 2) in einem Kubus eine dreiseitige Pyramide einzu- 
schreiben, so dass der Inhalt derselben ein Maximum ist; 3) es 
sollen die Gleichungen 

\yx* — x* = y*, 
x* — yx % = y* 

in ganzen Zahlen gelöst werden; u. s. w.: sämmtlicb Probleme, 
die beweisen, dass es dem unbekannten Verfasser nicht an Sagaci- 
tät gefehlt hat. 

In der ersten Hälfte des 15ten Jahrhunderts widmete man sieb 
vorzugsweise dem Studium der classischen Werke des Alterthums; 
daher begegnen wir in dieser Zeit keinem Namen, der in den Wis- 
senschaften etwas geleistet hätte. Damals wurden die Untersocbun- 

5en über die Algebra unterbrochen. In der zweiten Hälfte dieses 
ahrhunderts beschäftigten sich einige Gelehrte mit den Schriften 
der Mathematiker des Alterthums; sie wurden übersetzt und erläu- 
tert, oder auch vervollständigt und angefangene Untersuchungen 
weiter fortgeführt; besonders mit der Geometrie war dies der Fall, 
während andere sich ausschliesslich mit der Algebra befassten und 
ihr einen Grad von Allgemeinheit gaben, der von den Alten nicht 
geahndet wurde und den zum Theil die Mathematiker der neueren 
Zeit nicht haben übersteigen können. 

Maurolykus (geb. 1-494 zu Messina, gest. 1575) gehört zwar m 
denen, die ihre ganze Thätigkeit auf das Studium der griechischen 
Geometer verwandten; er hat sich jedoch auch mit Algebra be- 
schäftigt, wiewohl er sie für eine barbarische Wissenschaft hielt 
Seine Schrift über die Algebra ist zwar verloren gegangen, indes- 




Uebrigens ist zu bemerken, dass wenn hier von Gleichungen die Redt 
ist, stets numerische zu verstehen sind. 
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beschränkte sie sich nach dem, was wir davon wissen, auf 
die ersten Elemente. Die Arithmetik des Maurolykus enthält in- 
teressante Untersuchungen über die Theorie der Zahlen; unter an- 
dern sind darin die Eigenschaften der Polygonalzahlen weit voll- 
ständiger behandelt, als es von Diophantus geschehen ist. 

Die Reihe der Algebraisten Italieus im löten Jahrhundert er- 
öffnet Lucas Pacioli •), von seinem Geburtsorte Borgo San Sepolcro 
in Toskana Lucas di Borgo S. Sepulchri genannt. Er wurde da- 
selbst gegen die Mitte des loten Jahrhunderts geboren und trat in 
den Orden der Minnriten. Von seinem Leben ist wenig bekannt; 
aus den Vorreden seiner Schriften und aus den Registern der Uni- 
versitäten, wo er lehrte, geht hervor, dass er nach und nach zu 
Perugia, Neapel, Pisa und Venedig Professor war. Später begab 
er sich nach Mailand an den Hot des Ludwig Moro, wo er mit 
Leonardo da Vinci zusammentraf, mit dem er auch bei der Ankunft 
der Franzosen die Lombardei verliess. Die letzten Jahre seines 
Lebens scheint er zu Florenz und Venedig zugebracht zu haben. 
Er starb wahrscheinlich bald nach 1509. 

Das Hauptwerk Pacioli's ist: Summa de Arithmetica Geometria 
Proportiooi e Proportionalita; es wurde zum ersten Mal 1494 zu 
Venedig gedruckt und 1523 nochmals aufgelegt. Da dieses Werk 
vorzugsweise den Mathematikern des löten Jahrhunderts als Basis 
ihrer Forschungen gedient hat, so mag hier eine ausführliche Dar- 
stellung seines Inhalts folgen. Es besteht aus 2 Haupttbeilen, von 
denen der erste Arithmetik und Algebra, der zweite Geometrie ent- 
hält. Die Unterabtheiluugen heissen distinctiones. In der ersten 
ist zum Theil die Arbeit Fibonacci's über die Quadratzahlen , die 
in neuerer Zeit verloren gegangen ist, enthalten. Aus derselben 
reproducirt hier Pacioli die Auflösung mehrerer unbestimmter Glei- 
chungen des 2ten und 4ten Grades nach einer Metbode, die ohne 
allgemein zu sein, dennoch bemerkt zu werden verdient ••). Der 
Beweis fehlt; Leonardo von Pisa hatte sie durch geometrische Be- 
trachtungen und an Figuren bewiesen. Diese Auflösungen, besonders 
die der Gleichung ac % -fr- y a = h r , sind von denen Diophant's ver- 
schieden , und man hielt früher Euler für den ersten Erfinder der- 
selben; eine nähere Bekanntschaft jedoch mit den algebraischen 
Schriften der Indier hat gelehrt, dass sie sich schon in der Algebra 
des Brahmegupta finden, aus der sie die Araber entlehnten, denen 



') Nicht Paciolo; er selbst nennt sich Frater Lucas de Borgo 
Sepulchri, oder Frater Lucas Patiolus Burgensis, oder Pacioli. 

,Ä ) Nach derselben setzt man, um die Gleichung x* — in rationa- 

len Zahlen aufzulösen, 

6 • 

dann wird 

2n* -f- 2» -*- 1 
u 

sein. Sind z. B. die Gleichungen 

x* — 6 =s v* 
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ja Fibonacci seine Kenntnisse verdankte °). Ausserdem finden 
»ich noch iu dieser ersten Distinction die Summen einiger numeri- 
schen Reihen und eine Tafel der vollkommenen Zahlen. Die zweite 
enthält die 4 Species mit allen damals gebräuchlichen Arten der 
Multiplication und Division, mit den Rechnungsvortheilen, die sich 
beim Gebrauch von 7 und 9 ergeben; ferner die Rechnung mit den 
einfachsten Wurzelgrösscn , Regeln zur Bestimmung der Summe 
der Reihen der Quadrate und Cubikzaklen, die ebenfalls von Fibo- 
nacci entlehnt sind und den jetzt gebräuchlichen Formeln vollkom- 
men entsprechen , und die Auflösung einiger sehr interessanten 
arithmetischen Probleme. In den beiden folgenden Distinctionen 
wird die Buchstubenrechnung vorgetragen; die fünfte enthält die 
Regel de tri und schliesst mit einer Darstellung der von Pacioli 
gebrauchten algebraischen Bezeichnungen. Die sechste behandelt 
die Progressiouen im Allgemeinen. Die Regel Helcataym oder die 
regula talsi findet sich in der siebenten, zugleich mit einer grossen 
Anzahl Vorschriften für die Lösung der Probleme des ersten Gra- 
des. Die achte Distinction enthält die Algebra e Almucabala, auch 
Arte Cosa oder Arte maggiore genannt. Pacioli vervollständigt 
hier die Rechnung mit Wurzeigrössen; er lehrt wie man bei der 
Multiplication und Division mit ihnen verfährt, und wie in gewis- 
sen Fällen die Wurzel aus einem Binom gezogen wird; er lehrt 
ferner die arithmetischen Operationen mit irrationalen Grössen und 
beweist den grössten Theil der Sätze aus dem lOten Buche der 
Elemente Euklids. Sodann geht er zu den Gleichungen des 2ten 
Grades über, die er ähnlich, wie es in der Algebra des Muhammed 
ben 31 usa und bei Fibonacci geschieht, in einfache d. h. reine qua- 
dratische und zusammengesetzte eintheilt; von den letzteren unter- 
scheidet Pacioli 3 Fälle, die sich durch Gleichungen von der Form 

x" 1 -f- mx = a, x 2 = mx -+- a, x 2 -+- « = m& 

ausdrücken lassen. Die Auflösungen derselben sind in Verse ge- 
bracht, welche Kästner in seiner Geschichte der Mathematik Bd. I. 
p. 70. ff. mitgetheilt hat. Wir werden weiter unten sehen, dass 
auch Tartaglia die Regeln für die Auflösung der cubiscben Glei- 
chungen in Verse fasste. Es folgen nun die Gleichungen höherer 
Grade, die sich auf quadratische zurückführen lassen ; hierbei unter« 
scheidet Pacioli 8 Fälle, die sich auf folgende Art ausdrücken 
lassen: 

x* = a x* -+- ax = bx % 

x* = ax x* -\-a= bx 2 

x* = ax 2 x* -f- ax 2 = b 

x* -f- ax 2 == bx, x* = a -+- bx. 
Die Auflösungen der drei ersten und der drei letzten werden mit- 



5 

gegeben, so setzt man « = 1 und erhalt w* = 4, folglich ;r = -— ■ , 

1 49 7 1 

— 6 = f a = -p ar'-f. 6=y 3 = — , mithin y = Y» v =~ö' 

°) Eine sehr interessante Darstellung hierüber bei Chasles p. 494. 495. 
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tretheilt; die der vierten und fünften hält er für unmöglich, was 
beweist, dass da diese beiden Gleichungen sich nicht auf quadrati- 
sche zurückführen lassen,' die Auflösung der Gleichungen des 3ten 
Grades damals noch nicht gefunden war. Ueberhaupt hat sich Pa- 
cioli mit der Lösung aller Arten von Gleichungen, die sich auf 
quadratische zurückbringen lassen, beschäftigt; unter andern giebt 
er auch die Auflösung einer vollständigen Gleichung des 4ten Gra- 
des nach einer Methode, die sich auch in andern Fällen anwenden 
lässt, so wie die Auflösung gewisser Exponentialgleichungen durch 
Näherung. In der neunten Distinction endlich, welche den ersten 
Haupttheil beschliesst, finden sich die Hegel der Gesellschaftsrech- 
nung und eine Menge von Aufgaben, die sich auf Handelsoperatio- 
nen beziehen, bei deren Lösung zuerst Spuren der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung vorkommen. Auch ist dieser Distinction eine Ab- 
handlung über den Handel, die von einem gewissen Chiarini her- 
rührt, vollständig einverleibt, wo zum ersten Mal von der doppelten 
Buchhaltung gesprochen wird. 

Der zweite Haupttheil der Summa umfasst in 8 Distinctionen 
eilte vollständige Abhandlung der theoretischen und praktischen 
Geometrie. Die Ceberscbrift eines Capitels der 3ten Distinction: 
Modus sojv'endi varios casus figurarum quadrilaterarum rectanguln- 
ruin per viam algebre, zeigt, dass hier schon Anwendung der Al- 
gebra auf Geometrie vorkommt, die überhaupt viel älter ist, als 
man gewöhnlich annimmt. 

Dieses grosse, inhaltre'tcbe Werk Pacioli's ist nur eine Com- 
pilation aus den damals vorhandenen Schriften über Arithmetik, 
Algebra und Geometrie; namentlich sind die Fibonacci's benutzt, 
ja der Verfasser sagt sogar, dass wenn er einen Schriftsteller ci- 
tire, ohne seinen Namen zu nennen, er aus Leonardo von Pisa ent- 
lehne. Die Wissenschaft selbst hat weder an Umfang noch in der 
Behandlung gewonnen; die Gleichungen werden noch immer durch 
Worte ausgedrückt; nur zur Abkürzung bedient sich Pacioli hier 
und da der Buchstaben p (piü d. h. plus) und m (meno d. h. mi- 
nus). Das Zeichen = kommt nicht vor, dafür gebraucht er das 
Wort eguale. Für das Wurzelzeichen steht der Buchstabe Ii, und 
die Unbekannte a: wird durch co. (cosa), & 2 durch ce. (censo), 

durch cu. (cubo), x A durch ce. ce. (censo censo) u. s. w. aus- 
gedrückt. Auch der Charakter dieses Werkes ist von dem der 
früheren nicht verschieden; es beruht auf einer beständigen Ver- 
einigung der Algebra mit der Geometrie: eine Eigentümlichkeit, 
die demnächst beinahe in allen mathematischen Schriften des löten 
Jahrhunderts gefunden wird. 

Pacioli ist„ noch der Verfasser eines zweiten Werkes, das je- 
doch nicht dieselbe Wichtigkeit hat, als das eben besprochene; der 
Titel desselben ist: Lucae Pacioli divina proportione, opera a tutti 
glingegni perspicaci e curiosi necessaria: ove ciacun studioso di 
pbilosopbia, prospettiva, pirtura, sculptura, arcliitectura , musica e 
nitre matematiche, soavissima, sottile e admirabilc dottrina conse- 
quira e dclectarassi con varie qucstione di secretissima scientia. 
Veiietiis 1509. in fol. °). Unter proportio divina versteht der > er- 



i Eine Tollständige Darstellung seines Inhaltes bei Kästner, Gesch. der 
Math. Bd. L p. 417. sqq. 

TLeil III. 19 
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fasscr die Theilung einer geraden Linie in das mittlere und äussere 
Verhältniss, die auch sonst Sectio aurea oder der goldene Schnitt 
genannt wird; er will sie zur Grundlage aller der im Titel des 
Werkes erwähnten Wissenschaften und Künste machen. Gegen- 
wärtig ist dasselbe nur insofern noch von Interesse, dass Leonardo 
da Vinci mit eigener Hand die Figuren dazu gravirt und vielleicht 
selbst Antheil an der Redaction gehabt hat °). 

Kurz nach der Divina proportione erschien im Jahre 1521 zu 
Florenz ein für die Geschichte der Mathematik höchst wichtiges 
Werk: Die Summa de arithmetica des Franzesco Ghaligai, das wir 
schon häufig citirt haben. Es besteht aus 13 Büchern, und enthält 
die Losung der Gleichungen der beiden' ersteu Grade, die mehrerer 
sehr schwierigen Probleme aus der unbestimmten Annlysis (im Sten 
Buche, das wiederum nach Fibonacci gearbeitet ist) und die Rech- 
nung mit den einfachsten Wurzeigrössen. Aber namentlich dadurch 
gewährt dieses Werk ein eigentümliches Interesse, dass es ge- 
wissermassen ein historisches Repertorium ist, denn man lind et 
darin bedeutende Fragmente aus den Schriften Fibonacci's, Aus- 
züge aus einer Algebra, die von dem oben erwähnten Guglielmo 
di Lunis aus dem Arabischen übersetzt wurde, einige Untersuchun- 
gen aus den Schriften des Giovanni del Sodo, welcher der Lehrer 
des Ghaligai war, und wiederholte Anführungen eines Benedetto, 
dessen Werke wir gegenwärtig nicht mehr kennen. 

Diese Schrift Ghaligai's ist weniger weitschweifig, als die Pa- 
cioli's , und desshalb musste sie auch zu ihrer Zeit mehr Einfluss 
auf das Studium der Mathematik haben. Sie enthält ein sehr gutes 
Resume von dem, was man damals wusste, und zeichnet sich in 
dieser Hinsicht vor allen früheren Schriften ähnlicher Art aus. 

Ausser diesen beiden, die ganze Wissenschaft der damaligen 
Zeit umfassenden Werken erschienen nun noch zu Anfange des 
löten Jahrhunderts einige Abbachi, die zwar nur die ersten Ele- 
mente enthalten, die aber ihres Alterthums wegen hier eine Stelle 
finden mögen. Sie sind: 

Fellns, compendion de abacho, Thaurioo 1492. 4. (im Dialekt 
TOD Nizza geschrieben); 

Pietro di Borgo, Ii Lro de abacho, Venetia 1561. 4.; 

Sfortunati von Siena, nuovo lume di arithmetica, Venet. 
1561. 4.; 

Uberti, thesoro universale de abacho, Vinegia 1548. 8.^ 

Fcliciano, libro di arithmetica e geometria, intitulato scala 
grimaldelli, Vinegia 1550. 4.; 

Verini, speebio del mercatante, Milano 1542. 8.. 

Catani von Siena, practica delle due prime matematiche, Ve- 
netia 1546. 4.; 



•) Montucla (Hist. des matb. Tom. I. p, 552.) und Chasles (Geschichte der 
GeomeU d. TJebers. p. 637) führen noch ein drittes Werk von Pacioli 
an: Libellus in tres partiales tractatus divisus quorumetinque corpo- 
rum regularium et dependentium active perscrutationis, Venedig 1508. 
in 4.; aus Kästner's tjesch. der Math. Bd. I. p. 438 geht jedoch her 
vor, dass dasselbe nur eine besondere Abtbeilung der Divina propor- 
tione ist. Hiermit scheint Libri übereinzustimmen, der es nicht er- 
wähnt hat. 

» 
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Ortepa, summa de arithmetica, Roma 1515. fol. (Juan de Ortega 
war ein Spanier, der dieses Werk in Italien verfasste) *). 

Alle diese Werke, die Hauptwerke Pacioli's und Ghaligai's mit 
eingeschlossen, behandeln nur Gleichungen der beiden ersten und 
solche höherer Grade, die sich auf den zweiten zurückführen las- 
sen, und auch diese nicht einmal vollständig, denn man zog, wie 
es auch die Araber und nach ihnen Fibonacci gethan hatten, weder 
die negativen noch die imaginären Wurzeln in Betracht, und hielt 
die Gleichungen für unlöslich, bei denen man auf solche Wurzeln 
kam. Kaum hatte man in einzelnen Fällen die Mehrheit der Wur- 
zeln erkannt. Vergleichen wir hiermit den Zustand der Algebra, 
wie er sich aus den um dieselbe Zeit in Deutschland erschienenen 
Werken ergiebt, so bietet sich ein in der That erfreulicher Unter- 
schied dar; die Arithmetica integra von Michael Stifel, die 1544 
zu Nürnberg erschien, legt eine tiefere Kenntniss und eine ältere 
Ausbildung der Wissenschaft dar, als wir in den bisher betrachte- 
ten italienischen Werken sahen. Besonders bemerkt man in der- 
selben eine Annäherung an die abstrakte Form, welche die Alge- 
bra seitdem angenommen hat. Ausser den Zeichen -f- und — °°), 
den jetzt gebräuchlichen Wurzelzeichen, dar Bezeichnung der Un- 
bekannten durch Symbole u. s. w. findet sich darin das Princip 
der Mehrheit der Wurzeln einer höhern Gleichung ausdrücklich er- 
wähnt und bewiesen. Dieses Werk von Stifel ist aber nur eine 
Bearbeitung einer im Jahre 1524 erschienenen Schrift des Christoph 
Rudolph von Jauer°°°), mithin muss jene glückliche Ausbildung 
der Algebra in Deutschland wenigstens zu dieser Zeit, oder auch 
noch trüber statt gefunden haben, und in der That hat Drobisch 
in der neuesten Zeit in einem alten Rechenbuche des Job. Wiede- 
mann von Eger vom Jahre 1489 die Zeichen ~h und — schon ge- 
funden f). — Vielleicht wird einmal, wenn die Bibliotheken des 
südlichen Deutschlands durchforscht, und aus den noch vorhandenen 
Mariusen pten über den Zustand der Mathematik im loten und 
löten Jahrhundert neue Aufschlüsse gewonnen sein werden, diese 
bisher räthselhafte Erscheinung sich aufklären. 

Wir kehren nach Italien zurück. Wir sahen, dass daselbst die 
Algebra zu Anfange des löten Jahrhunderts noch nicht über die 
ersten Elemente hinaus vorgeschritten war; aus diesem Zustande 



•) Eine spanische, zu Sevilla gedruckte Schrift desselben Verfassers über 
Arithmetik und Geometrie fuhrt Kästner Gesch. der Math. Bd. 1. 

t. 96 — 99 an. 
.ibri sagt zwar, dass diese Zeichen zuerst in den Manu Scripten des 
Leonardo da Vinci sich fanden; derselbe muss sie jedoch nicht initge- 
theilt haben, denn Pacioli, der zugleich mit ihm am Hofe des Ludwig 
Moro lebte, gebraucht sie nicht. 
) Diese Schrift ist höchst selten und schon Stifel klagt, dass zu seiner 
Zeit, also ohngefabr 20 Jahr nach ihrem Erscheinen, kein Exemplar 
um den drei- oder vierfachen Preis zu haben sei. Sie muss sehr bald 
eine grosse Verbreitung erlangt haben, denn es existirt von ihr eine 
in Italien angefertigte lateinische Uebersetzung, die noch unter den 
Manuscripten der Königl. Bibliothek zu Paris vorhanden ist. Siehe 
Cbasles p. G38. 

t) Drobisch, de Joan. Widmanni Egerani compendio arithmeticae mercato- 
rum etc. Lips. 1840. 

19* 
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aber wurde sie gegen die Mitte dieses Jahrhunderts durch die ver- 
einten Anstrengungen eines Ferro, Tartaglia und Cardan bis zur 
Lösung der allgemeinen Gleichungen des 3ten und 4ten Grades 
erhöbet, und die Rechnung mit imaginären Grössen wurde er- 
funden. 

Die Auflösung der cubischen Gleichungen gelang nicht auf ein- 
mal; Libri theilt Auszüge aus zwei alten Manuscripten des Ii ton 
und 15ten Jahrhunderts mit, die sich in seinem Besitz befinden, in 
> welchen mehrfache Versuche zur Lösung solcher Gleicbuugen ge- 
macht sind. Die grösste Schwierigkeit hierbei war die, dass man 
nicht auf analogem Wege, wie bei den Gleichungen des 2ten Gra- 
des, dahin gelangen konnte, sondern dass neue Methoden geschaf- 
fen werden mussten. Der Name des ersten Erfinders einer solchen 
ist nur durch Zufall auf uns gekommen ; kein gleichzeitiger Schrift- 
steller gedenkt seiner und sein Verfahren ist unbekannt geblieben. 
Scipione Ferro, von 1496 bis 1525 Professor zu Bologna, löste zu- 
erst die Gleichung, die man damals ,,capitulum eubi et rerum du- 
mero aequalium" (d. b. . v 1 -f- ///./• — a) nannte., allgemein auf; er 
starb aber, ohne seine Entdeckung bekaunt gemacht zu haben. Die 
gefundene Formel hatfe er jedoch dem Antonio Fiore anvertraut, 
der unterschiedenen Geometern, so auch 1535 dem Tartaglia, Pro- 
bleme zur Lösung vorlegte, die nur mit Hülfe der Formel, in deren 
Besitz er war, erhalten werden konnte. Da Fiore nur ein gewöhn- 
licher Rechner war, so glaubte anfangs Tartaglia, dass er selbst 
nicht im Besitz der Lösung seiner Probleme sei; als aber Fiore 
versicherte, dass ihm die Methode dazu vor 30 Jahren von einem 
grossen Mathematiker mitgetheilt worden sei, so beschäftigte Tar- 
taglia sich ernstlich damit und fand die Lösung °). So findet sich 
die Erzählung in Tartaglia's Schrift: Quesiti et inventioni diverse 
(Venet. 1554.); Ferro's Name wird jedoch nicht genannt, Cardan 
indessen kommt auf denselben Gegenstand in dem ersten Capitel 
seiner Ars magna zu sprechen und citirt den Scipione Ferro als 
den, welcher dem Fiore seine Entdeckung mitgetheilt habe. So 
war demnach das erste Hinderniss beseitigt, das Pacioli und alle 
andere nach ihm für unübersteiglich gehalten hatten, und die Bahn 
zu weiteren Fortschritten war eröffnet. — Mit welcher Freude die 
Entdeckung Ferro's und Tartaglia's von ihren Zeitgenossen aufge- 
nommen wurde, davon giebt nicht allein Cardan Zeugniss**), sie 
verursachte eine allgemeine Bewegung in Italien. Es wurden öffent- 
liche VVettkämpfe veranstaltet, woran alle Classen der Bevölkerung 
Thcil nahmen. Von allen Seiten wurden Probleme vorgelegt; 
Fürsten, Mönche, Gelehrte, Gesandte, Professoren, Architekten 
wetteiferten in der Lösung derselben. Die oben erwähnten Quesiti 



•) Auch sie ist unbekannt geblieben; Tartaglia sagt nur, dass er mit 
Hülfe einer geometrischen Construction, die den Cubus der Summe 
zweier Geraden giebt, dahin gekommen sei. 

eo ) Tcmporibus nostris, Scipio Ferreus Bononiensis, capitulum eubi et 
rerum numero aequalium invenit, rem sane pulchram. et admirabilem. 
Qiium n mnem huinanam subtilitatem, oinnis ingenii mortalis claritatem 
ars haec superet, donum profecto coeleste, experimentum autem virtutis 
anitnoruin, atque adeo illustre, ut qui haec attigerit, nihil non inCelli- 
gere posse se credat. Cardan. Ar. mag. cap. 1. 
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etc. des Tartaglia enthalten eine Sammlung von Antworten, die er 
auf die ihm vorgelegten Probleme gab. Ohngeacbtet dieses allge-' 
meinen Enthusiasmus wurde jedoch der Name des ersten Erfinders 
kaum genannt. 

Der bemerkenswertheste lncidenzpunkt dieser langen Discussio- 
nen war der Streit, der zwischen Cardan und Tartaglia sich erhob. 
Der letztere war nämlich nicht bloss bei der Lösung des erwähn- 
ten Falles stehen geblieben, er hatte sich indessen in Besitz der 
Lösung: aller übrigen Arten der cubischen Gleichungen gesetzt. 
Diese Entdeckung, die er sorgfältig geheim hielt, machte Aufsehen. 
Hieronymus tarda d zu Mailand, der, obgleich Arzt, sich dennoch 
vielfältig mit Algehru beschäftigte, interessirte sich lebhaft dafür. 
Zu verschiedenen Malen hat er nicht nur seihst, sundern Hess auch 
durcb andere den Tartaglia um Mittheilung seiner Methode bitten. 
Nachdem dieser es mehrmals verweigert hatte, erhielt Cardan end- 
lich im Jahre 1539 einige Verse, in welchen die Art und Weise 
beschrieben war, wie man die Wurzel einer jeden cubischen Glei- 
chung erhalten könnte. Cardan fand dazu den Beweis, der ihm 
nicht mitgetbeilt worden "war. Kr stimulirte nun seine Schüler, 
unter welchen Ferrari der bedeutendste war, die Entdeckung des 
Tartaglia durch andere zu überbieten. Ferrari fand die Auflösung 
der Gleichungen des 4ten Grades; man legte sich wiederum gegen- 
seitig- Probleme vor, es erfolgten Herausforderungen und öffentliche 
Wettkämpfe zu Mailand im Jahre 1547. Das aber reizte den Tar- 
taglia am meisten, dass Cardan obngeachtet des feierlichsten Ver- 
sprechens von seiner Seite in seiner Ars magna die Auflösung der 
cubischen Gleichungen bekannt machte. Zwar hatte er die Priori- 
tät des Geometers von Brescia gebührend anerkannt; diesem war 
es jedoch höchst unangenehm, seine Entdeckung zum ersten Male 
in einem fremden Werke veröffentlicht zu sehen. Er beklagte sich 
schmerzlich darüber; dazu hatte er auch alle Ursache, denn die 
Formel Tartaglia's zur Lösung der cubischen Gleichungen trägt 
den Namen Cardan's. 

Nachdem wir so den Gang der Wissenschaft im Zusammen- 
hange dargestellt haben, dürfte es nicht ohne Interesse sein, 
die dabei auftretenden Personen etwas näher kennen zu lernen. 
Scipione Ferro, den ersten Erfinder der Auflösung der cubischen 
Gleichungen, kennen wir nur dem Namen nach; umständlichere 
Nachrichten besitzen wir von dem zweiten. Nicolo Tartaglia. Ge- 
boren zu Brescia im Anfange des 16ten Jahrhunderts war er kaum 
6 Jahr alt, als er seinen Vater verlor, der ein Postillon war. Da 
derselbe kein Vermögen hinterliess, so befand sich die Mutter mit . 
ihren drei Rindern — Tartaglia hatte noch zwei Brüder — in 
traurigen Umständen. Unser Nicolo war noch ein Rind, als Gaston 
de Foix jene furchtbare Metzelei zu Brescia anrichtete, vor welcher 
sich die Familie in die Cathedrale flüchtete. Wiewohl sie sich 
daselbst vollkommen sicher glaubte, so wurde Nicolo dennoch von 
einem Soldaten verwundet und schrecklich verstümmelt. Seine 
Hirnschale war an drei Stellen durchlöchert uud das Gehirn lag 
offeu da. Er erhielt quer über das Gesicht einen Schlag, der seine 
beiden Kinnbacken spaltete und den Gaumeu bloss legte. So 
konnte er weder sprechen noch essen. Da auch das Haus der 
armen Familie von den Franzosen verwüstet worden war, so litt 
die Mutter mit ihren 3 Söhnen die grösste Noth; um ihr verunstal- 
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tetes Kind zu pflegen , leckte sie nach Art der Hunde die Wunden 
desselben. Sie heilten, aber Nicolo stotterte noch lange nachher, 
wesshnlb man ihn Tartaglia nannte. Diesen Spitznamen behielt er 
bei , da er. den Namen seines Vaters nicht mehr wusste. Tar- 
taglia bildete sich selbst: im fünften Jahre lernte er lesen, im 14ten 
nahm er Schrei bunter rieht . der jedoch schon beim Buchstaben A 
wieder aufhörte, weil er seinen Lehrer nicht bezahlen konnte; er 
sah sich desshalb genöthigt, die übrigen Buchstaben des Alphabet Iis 
allein nachzubilden. Seitdem hatte er niemals einen Lehrer wie- 
der, aber unermüdlich fleissig studirte er eifrig die Schrillen der 
grossen Männer früherer Zeiten. So hatte es Tartaglia in seinem 
30sten Jahre so weit gebracht, dnss er das Geheimniss des Ferro 
entschleierte und die allgemeine Lösung der eubischen Gleichungen 
fand, um welche sich die Mathematiker schon so lange vergeblich 
bemüht hatten. Durch diese Entdeckung gewann, erst die neuere 
Zeit ein Uebergewicht über die Zeiten der Griechen und Araber, 
denn bisher war in den mathematischen Wissenschaften noch kein 
wesentlicher Schritt vorwärts geschehen. 

Tartaglia überliess dem Cardan seine Entdeckung und dieser 
erndtete die Frucht davon; wer würde sich nicht ebenso bitter, wie 
er, darüber beklagt haben? Ein unglückliches Loos verfolgte ihn 
überall; man rief ihn nach Mailand, nach Venedig, aber bald ge- 
rieth er in Vergessenheit; seine Vaterstadt wünschte ihn wieder in 
ihren Mauern zu sehen, jedoch auch hier kümmerte man sich wenig 
um ihn und behandelte ihn mit Geringschätzung. Tartaglia kehrte 
nach Venedig zurück, wo er im Jahre 1559 starb. Das ist das 
Leben eines der grössten Männer des löten Jahrhunderts. Man 
hat gesagt und wiederholt es noch fortwährend, dass Tartaglia 
einen sehr reizbaren Charakter gehabt habe; es mag sein — wer 
aber dürfte unter so bewandten Umständen wohl mehr unsere Nach- 
sicht in Anspruch nehmen? 

Tartaglia hat viele Werke geschrieben, aber das, worin er die 
Auflösung der eubischen Gleichungen und seine algebraischen Un- 
tersuchungen überhaupt niederzulegen gedachte, ist nicht erschie- 
nen. Sein grosses Werk: General trattato di numeri e misure 
(Vinegia, 1556. 6 part. in fol.) enthält einen vollständigen Cursus 
der reinen Mathematik. Man findet darin Arithmetik, Algehra, Geo- 
metrie und Kegelschnitte nach einander abgehandelt. Unter andern 
bemerkenswerthen Sachen enthält dieses "Werk die Entwickelung 
eines Binoms für ganze positive Exponenten nach einer Regel, aus 
der sich eine allgemeine Formel ableiten lässt; ferner Probleme 
aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, deren richtige Lösung aber 
von Pacioli bereits gesucht, von Tartaglia eben falls nicht getrof- 
fen wurde. Die Rechnung mit Wurzeigrössen wird vollständiger 
abgehandelt, geometrische Probleme mittelst einer einzigen Cirkel- 
öffnung gelöst und algebraische Gleichungen construirt. Ferner 
finden sich in diesem umfassenden Werke Probleme über Maxima 
und Minima algebraischer Funktionen, die rein algebraisch behan- 
delt werden; unter anderen ein Problem, das Tartaglia von Cardan 
vorgelegt wurde: die Zahl 8 in zwei Theile so zu theilen, dass 
das Produkt, welches entsteht, wenn der eine mit dem andern und 
mit der Differenz beider multiplicirt wird , ein Maximum ist. 
Dieses Werk ist übrigens nicht vollendet; dem Verfasser fehlte es 
wahrscheinlich an Zeit die Redaction selbst zu verbessern, und 
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mehrere Abschnitte sind erst nach seinem Tode erschienen. In- 
dessen alle darin abgehandelten Gegenstände sind für die Ge- 
schichte der Wissenschaft von Interesse: der grosse Streit des Ver- 
fassers mit Cardan und Ferrari wird vollständig erzählt, und die 
von den verschiedenen Theilnehmern am Streite vorgelegten Fra- 
gen sind beinahe sämmtlich erwähnt. Sie beziehen sich Vorzugs- 
weise auf die Lösung eubischer Gleichungen und geometrischer 
Probleme. 

Tartaglia hat auch der Ballistik die erste wissenschaftliche 
Grundlage gegeben. In der Schrift: Scientia nova (Venetia 1550. 
4.) findet sich das merkwürdige Resultat, dass man die grösste 
Wirkung erhält, wenn unter einem Winkel von 45° gerichtet wird. 
Tartaglia war schon im Jahre 1532 darauf gekommen. Ohngeach- 
tet aller Anstrengungen gelang es ihm aber dennoch nicht, die 
Wurflinie zu bestimmen und die Wahrheit dieses richtigen Satzes 
zu beweisen. Eben so wenig vermochte er die Mechanik wissen- 
schaftlich zu begründen, denn er verstand nicht, die hergebrachten » 
Definitionen und Einteilungen zu verlassen und an ihre Stelle 
neue zu schaffen. Indessen sieht man dennoch aus seinen Irrt hü- 
mern einige richtige Grundgesetze der Mechanik hervorschimmern, 
und man muss es ihm Dank wissen , dass er zuerst die Geometrie 
auf die Bestimmung der krummlinigen Bewegung und auf den Fall 
der Körper anwandte. Auch diese Schrift, die aus fünf Büchern 
besteheu sollte, ist unvollendet geblieben, denn die beiden letzten 
fehlen. Das fünfte, das nach des Verfassers Ankündigung eine Art 
Handbuch über Chemie in ihrer Anwendung auf Verfertigung des 
Pulvers und der Kunstfeuer im Allgemeinen werden sollte, würde 

Segenwärtig interessante Beiträge zur Geschichte der Pyrologie 
arbieten. 

Das schon oben erwähnte Werk Tartaglia's: Quesiti et iuven- 
il oni diverse, enthält eine grosse Anzahl Probleme, die dem Ver- 
fasser von vielen, namentlich erwähnten Personen vorgelegt wur- 
den , zugleich mit den darauf gegebenen Antworten. In den drei 
ersten Büchern beschäftigt er sich auch mit der Artillerie und 
Ballistik; man findet unter andern darin die Dimensionen der da- 
mals gebräuchlichen Stücke, ihr Kaliber und das Verfahren, die 
innere Weite derselben zu bestimmen, so wie auch verschiedene 
Recepte zur Anfertigung von Pulver; er spricht daselbst von der 
alloiähligen Entzündung des Pulvers und erklärt aus der Erhitzung 
des Stücks und aus der daraus entstehenden Verdünnung der Luft 
die Absorption, welche man zuweilen bemerkt; er berücksichtigt 
den Widerstand der Luft bei der Bestimmung der Schussweite und 
zeigt, dass die Wurflinie niemals eine Gerade sein wird. Das 
fünfte Buch enthält die Feldmesskunst und das Aufnehmen der 
Ebenen. Die Instrumente, die damals die Feldmesser gebrauchten, 
werden beschrieben; auch findet sich hier eine Abbildung der da- 
mals gebräuchlichen Form der Boussole. In den folgenden Büchern 
finden sich Untersuchungen über Fortification, Statik und Algebra, 
und das neunte enthält, wie schon erwähnt, die Streitfragen in 
Betreff der eubischen Gleichungen, die Tartaglia von Fiore und 
andern Personen vorgelegt wurden. Hier wird erzählt, durch 
welche Mittel und durch welche Versprechungen Cardan endlich 
den Tartaglia zur Mittheilung der allgemeinen Formel zur Lösung 
der eubischen Gleichungen bewog. Zugleich ergiebt sich auch, 
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dass letzterer seit dem Jabre 1541 das Prioeip der Mehrheit der 
Wurzeln bei cubiscben Gleichungen erkannt hatte, falls dieselben 
mehrere positive Wurzeln haben, denn die negativen lässt Tar- 
taglia, selbst bei deu Gleichungen, die sich auf quadratische zu- 
rückführen lassen, unberücksichtigt: eine merkwürdige Thatsache, 
die sich nur aus der hergebrachten Gewohnheit erklären lässt. Er 
vermochte aber nicht die Anzahl der Wurzeln zu bestimmen-, denn 
er sagt, dass die cubiscben Gleichungen immer zwei Auflösungen, 
und vielleicht auch mehr zulassen. 

Tartaglia bat den Euklid ins Italienische übertragen, und auch 
die erste nach dem griechischen Original gefertigte Uebersetzung 
der Schriften Archimeds (Arcbimedis opera. Venet. 1546. 4.) gelie- 
fert. Von der Abhandlung Archimeds „über die schwimmenden 
Körper (de infidentibus)" kannte er noch das griechische Original, 
das seitdem verloren gegangen ist, so dass gegenwärtig seine 
Uebersetzung die Stelle desselben vertritt *). Aus der Bearbeitung 
dieser Abhandlung ging wahrscheinlich Tartaglia's Schrift: Tra- 
vagliata inventione, hervor, worin er sich mit den Anstalten be- 
schäftigt, gesunkene Schiffe wieder emporzuheben, und von der 
das dritte Buch eine kleine Abhandlung über Meteorologie enthält. 
Er nahm später diesen Gegenstand wieder auf und erweiterte ihn 
in dem Ragionamenti sopra latftravagliata inventione (Venet. 1551. 
4.). Unter andern findet man hier eine Tafel der speeifisebeu 
Schwere einer grossen Anzahl von Körpern, wobei die Schwere 
des Wassers als Einheit genommen ist. Sie scheint zwar im All- 
gemeinen sehr ungenau zu sein; man muss jedoch bedenken, dass 
Tartaglia die Versuche zu Vene'Äig anstellte und wahrscheinlich 
unmittelbar Seewasser dazu gebrauchte, indem er nur angenäherte 
Bestimmungen zum Behuf des Emporbebens gesunkener Schiffe ha- 
ben wollte. 

Alle diese Werke Tartaglia's enthalten nur Mathematik und 
Anwendungen derselben auf verschiedene Wissenschaften. Er küm- 
merte sich weder um die zu seiner Zeit so hoch geschätzten ge- 
heimen Wissenschaften, noch um die verschiedenen philosophischen 
Systeme, die damals so rasch entstanden, um ebenso bald wieder 
zu vergehen. 

Von ganz verschiedenem Charakter war sein Rival, Hieronymus 
Cardan, geb. 1501 zu Pavia °°). Mit den ausgezeichnetsten Geistes- 
fäbigkeiten ausgerüstet, huldigte er dennoch vollständig den 
Schwachheiten seines Zeitalters. Auf der einen Seite zitterte er 
vor jeder Vorhersagung und vor jedem Traume, auf der andern 
verwarf er kühn jede Autorität und folgte nur der Intelligenz als 
Führerin in das Reich der Wissenschaften, von denen keine seiner 
Aufmerksamkeit entging. Bald lebte er schwelgerisch, bald ging 
er in Lumpen einher, und dennoch hat er bei seiner ungeregelten 
Lebensweise zahlreiche' Werke geschrieben, die das ganze Gebiet 



•) Wahrscheinlich war es diese Uebersetzung Tartaglia's, die Commandin 
verbesserte. Vergl. Kästner'« Gesch. der Math. Bd. 11. p. 201. 

••) Die Erzählung de Thou's, dass Cardan im 75sten Jahre freiwillig den 
Hungertod gestorben sei, um seine Vorhersagung in Erfüllung geben 
zii lassen, hat Tiraboschi (Storia della litt, ital., Vol. XI. p. 431.) xu 
widerlegen versucht. 
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des Wissens umfassen. Die gedruckten allein füllen 10 Bände in 
fol a> . aber sie sind nicht die Hälfte von dem, was Cardan geschrie- 
ben hat. Uns interessiren hier nur die mathematischen, besonders 
die algebraischen Schriften, in welchen er sich als ein gewandter 
und erfindungsreicher Analyst zeigt. In seiner Ars magna spricht 
er nicht allein von der Mehrheit der Wurzeln, sondern er berück- 
sichtigt daselbst auch zuerst die negativen Wurzeln, die er falsae 
seu fictae nennt. Ganz besonders ist aber hervorzuheben, dass 
Cardan zum ersten Male imaginäre Wurzeln erwähnt, deren Dupli- 
cität er nachweist. Man verdankt ihm auch eine Methode zur Lö- 
sung der Gleichungen durch Näherung; er substituirt nämlich nach 
einander für die Unbekannte zwei Zahlen, findet hierbei ein 
Zeichenwechsel statt, so schliesst er, dass zwischen diesen beiden 
Zahlen die Wurzel enthalten sein muss. Cardan hat* unter andern 
aueb die Theoreme gefunden, dass jede eubisebe Gleichung sich 
durch die Unbekannte vermindert um die Wurzel dividiren lässt, 
und dass der Coefficient des zweiten Gliedes der Summe aller 
Wurzeln mit entgegengesetztem Vorzeichen gleich ist; ferner hat 
er die gleichen Wurzeln gekannt und hehandelt; er näherte sich 
sogar dem Theorem des. Descartes über Zeichenwechsel und Zei- 
chenfolge, und er würde gewiss noch mehr Entdeckungen gemacht 
haben, wenn er sämmtliche Glieder der Gleichung auf eine Seite 
gebracht und =0 gesetzt hätte; aber zu seiner Zeit verfuhr man 
noch ganz nach der Art und Weise der Araber, welche die Glieder 
der Gleichungen auf beide Seiten des Gleichheitszeichens vertheil- 
ten, um sie sämmtlich positiv zuftnachen *). 

Obgleich Cardan das Vorhandensein der drei Wurzeln einer 
cubischen Gleichung nicht allgemein bewiesen hat, falls sie sämmt- 
lich imaginär sind, so bat er doch ihre Existenz in sehr vielen 
Fällen gezeigt, indem er sie überhaupt auf geometrischem Wege 
durch Kegelschnitte bestimmte. Zwar hatten die Araber schon . 
ähnliche Untersuchungen gemacht, aber Cardan kannte sie nicht, 
und seine Construction der allgemeinen cubischen Gleichung ver- 
dient bemerkt zu werden, weil sie zuerst zeigt, wie ein zwischen 
zwei Grössen bestehendes Verhältniss durch Abscissen und Ordina- 
len einer Curve allgemein dargestellt werden kann. 

In allen Schriften Curdan's kommen mathematische Unter- 
suchungen vor; # er versuchte sogar die Mathematik auf die Medicin 
anzuwenden, indem er die Frage behandelte, ob die durch die Me- 
dicamente hervorgebrachten Wirkungen in arithmetischer oder geo- 
metrischer Proportion zu den gegebenen Dosen stehen. 

Unter den Schülern Cardan's war der ausgezeichnetste, Luigi 
Ferrari aus Bologna, der zu Mailand und später in seiner Vater- 
stadt Professor war. Er entdeckte, wie schon erwähnt, die Auflö- 
sung der Gleichungen des 4ten Grades, die er nach damaliger Sitte 
geheim hielt.« Cardan veröffentlichte sie jedoch in seiner Ars magna, 
und eine ausführliche Darstellung findet sich in der Algebra des Bom- 
belfi. Festerer entwirft kein besonderes Bild von dem Charakter 
des Ferrari; so ausgezeichnet er in der Mathematik war, so wenig 
zeigte er sieb mit den Regeln des Anstandes im Leben vertraut. 



•) Siebe Kästner'* Gesch. der Math. Bd. I. p. 150 ff. 
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Er war sehr reizbar und hatte schon im I7ten Jahre alle Finger 
der rechten Hand in einem Streite verloren. Kr starb 1565 in der 
Blut he seines Lebens, 43 Jahr alt, wie man glaubte, von seiner 
Schwester vergiftet. Von ihm sind nur einige Briefe gedruckt. 
Seine Abhandlung über den Irrthum, den man bei der Bestimmung 
des Osterfestes begeht, war noch 1731 als Manuscript vorhanden, 
und Card uu erwähnt, dass Ferrari auch über Geometrie geschrie- 
ben habe. 

Zu den Männern, die' sich um die Algebra so ausgezeichnete 
Verdienste erwarben , gesellt sich als der letzte Baphael Bombelli. 
Von seinem Leben weiss man nur so viel, dass er in der Vater- 
stadt Ferro's und Ferrari's, zu Bologna — um welche Zeit, ist 
unbekannt — geboren wurde, und im Dienste des Bischofs voo 
Melfi als Ingenieur stand, der ihn auch veranlasste, sein berühmtes 
Werk über die Algebra zu schreiben. Es erschien 1572, und ist 
in 3 Bücher getheilt, von denen das erste die Elemente, die Rech- 
nung mit Wurzeln und imaginären Grössen enthält, das zweite die 
Gleichungen behandelt, und das dritte eine Sammlung von Pro- 
blemen ist, unter welchen einige sehr schwierige aus der unbe- 
stimmten Analysis sieb finden. Die ganze Algebra der damaligen 
Zeit wird in demselben gründlich dargestellt, und die Beweise sind 
streng und vollständig. Einiger eigentbümlieben Bezeichnungen 
bedient sich Bombelli; es ist z. B. 

iL — v* x ? — i«» * — 
also ^ 

21 m2&l p2'2 = 2.2?» — 20^r -4- 22; 

ferner ist 

9 S 

Die Rechnung mit Wurzeigrössen *), so wie auch die allgemeine 
Theorie der imaginären Grössen, wovon Bombelli eine glückliebe 
Anwendung auf den irreduciblen Fall macht, finden sfch liier voll- 
ständig aus einander gesetzt. Er hat ferner zuerst allgemein aas- 
gesprochen, dass jede cubische Gleichung drei Wurzeln hat, falls 
dieselben sich sämmtlich unter imaginärer Form darstellen, und 
hat seine Behauptung in sehr vielen Fällen durch unmittelbares 
Ausziehen der Wurzeln aus beiden Binomen dargethnn. Bombelli 
benutzt zwar die Schriften Leonardo's von Pisa und Pacioli's, aber 
er vervollkommnet die Beweise, so dass seine Algebra zu den 
Fortschritten der Wissenschaft nicht wenig beigetragen bat. 

Seit den Zeiten Bombelh's nahm das Interesse tür das Studium 
der Algebra in Italien ab. Nur Pietro Antonio Cataldi **), Pro- 



•) Leibnitz und llutton, nach diesem auch Klügel (Wörterbuch, Theil 1. 
Art. Algebra) haben das Gegentheil behauptet, indem sie Bombelli hierin 
13 n Vollständigkeit nachweisen; Plana hat jedoch in einer längeren Note 
(Libri, histoire des mathem. tom. III. p. 446. sq.) das Unheil von LeiV j 
nitz widerlegt. Derselbe fuhrt auch mehrere Stellert aus L-agranRe'i 
Vorlesungen an, die dieser 1795 an der Normalschule, gehalten Lac. 
worin ebenfalls zu Gunsten Bombelli's entschieden wird. 

••) Von Montucla nicht erwähnt. 
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fessor an der Universität zu Bologna, legte sich später mit einigem 
Erfolge auf die Wissenschaft. Unter seinen zahlreichen Werken — 
er schrieb deren mehr als 30 — verdienen nur die wenigsten un- 
sere Aufmerksamkeit, die meisten enthalten nichts Neues. Beson- 
ders ist hier zu erwähnen sein Trattato del modo brevissimo di 
trovare la radice quadra delli numeri (Bologna 1613. in fol.) ; es 
fipdet sich nämlich hierin nicht allein ein Verfahren, wie man 
näherungrweise eine Quadratwurzel ausziehen hann, so dass die- 
selbe unter der Form einer unendlichen Reihe erhalten wird, son- 
dern Cataldi bedient sich auch zugeben dem Zwecke der Ketten- 
brüche, deren ersten Gebrauch man sonst dem Lord Brouncker 
zuschrieb. Er setzt z. B. 



8-+ 



8 + 
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und beweist, dass je nachdem man zum letzten Nenner einen neuen 
Bruch hinzugefügt oder weglässt, Zahlen erhalten werden, die ab- 
wechselnd grösser und kleiner sind als der wahre Werth, und dem- 
selben zugleich immer näher kommen. Nachdem er so 15mal 

den Broch wiederholt hat, erhält er zuletzt einen Werth von 

1/18, bei dem man noch um einen Bruch irrt, dessen Zähler = 1 
und dessen Nenner eine 23 zittrige Zahl ist. Auch stellt Cataldi 
eine Vergleichung dieser beiden Näherungsmethoden an. Es ist 
überhaupt merkwürdig, dass sich schon in dieser Schrift die ersten 
Spuren der Entdeckungen finden, die sonst gewöhnlich Wallis zu- 
geschrieben werden. 

Unter den algebraischen Schriften Cataldi's sind ferner noch 
die zu erwähnen, worin er die Ausziehung der Cubikwurzcl aus 
gewissen Binomen und sogar Trinomen lehrt (Nova algebra pro- 
portionale, Bologna 1619 in fol. und Klementi delle quantitä irra- 
tional^ Bolog. 1620 in fol.). Viele Geometer hotten sich schon mit 
Problemen ähnlicher Art beschäftigt, um namentlich die Schwierig- 
keiten, welche die Cardanische Formel verursacht, zu beseitigen; 
Cataldi nimmt in diesen beiden Schriften den Gegenstand von 
neuem mit Erfolg war. 

Besonders hat aber Cataldi in den Anwendungen der Algebra 
die Schärfe seines Geistes dargelegt. Seine Algebra discorsiva 
numerale et lineare (Bolog. 1618 3 part. in fol.) enthält analytische 
Geometrie; er gebraucht hier Linien anstatt der Zahlen und con- 
struirt allgemein die Gleichung des zweiten Grades. Auch in der 
Algebra applicata (Bolog. 1622 in fol.) finden sich viele beachtens- 
werthe Sachen; es existirt ferner von ihm eine trigonometrische 
Algebra (Algebre triangulaire), die, wie alle übrigen Werke Catal- 
di's, sehr selten zu sein scheint. 

Cataldi hat sich auch mit Geometrie beschäftigt. Er commen- 
tirte den Euclid und vertheidigte ihn gegen die Angriffe Molina's 0 ); 
ebenso nahm er sich auch für Archimed gegen die Anmassungen 



°) Cataldi, elementi di Euclide, Bolog. 1620. 21. 2». 3 voll, in fol., und 
Difeaa d'Euclide, Bolog. 1626 in fol. (wahrscheinlich seine lettte Schrift). 
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Scaliger's auf (Difesa d'Archimede, trattato del misurare o trovire 
la grandezza del cerchio, Bologna 1620, in fol.). Auch hat Cataldi 
den berüchtigten Satz über den Purallelismus zweier Geraden zu 
beweisen versucht (Oneretta delle (inee rette equidistanti , Bolosr. 
1603. 4.), jedoch der Fehlschluss darin ist sehr leicht au bemerken. 

Cataldi war um 1563 Professor zu Florenz; aber schon 1572 
finden wir ihn an der Academie und Universität zu Perugia. KAI 
wurde er zum Professor der Mathematik an der Universität zu Bo- 
logna ernannt, wo er bis zu seinem Tode blieb, der nach 1626 er- 
folgte. Schon in seinem 17ten»Jahre schrieb er den ersten Tbeil 
seiner Pratica aritmetica, der jedoch erst 1602 erschien, worauf 
dann 1606 der zweite Theil folgte. In Bologna gründete er eine 
Academie für Mathematik, vielleicht die älteste, die wir kennen; 
sie wurde jedoch vom Senate, ohne dass man wusste warum, auf- 
gehoben. Die Vorlesungen, die Cataldi daselbst hielt, sind erscbie- 
nen (Due lettioni date nelP Accademia Erigenda, Bolog. 1613. 4.). 

Ohnstreitigr verdient Cataldi einen ausgezeichneten Platz unter 
den Mathematikern seiner Zeit, wenn er sich auch nicht mit den 
grossen Geistern des 17ten Jahrhunderts vergleichen lässt. Er be- 
sass einen erfinderischen Geist und eine ausgebreitete Gelehrsam- 
keit, und nahm von Allem Notiz, was im Auslande erschien. Die 
Namen Vieta's, van Ceulen's finden sich in den V orreden zu seinen 
Schriften erwähnt. Um die Ausbreitung seiner Wissenschaft war 
ihm so sehr zu thun, dass er seine Schriften in mehr als 100 Städ- 
ten Italiens mehrmals an Handwerker und Arme umsonst verthei- 
len Hess. 

So sind wir bis zum Zeitalter Galiläi's gekommen, der an 
demselben Tage (18. Febr. 1564) zu Pisa geboren wurde, an wel- 
chem Michel Angelo starb. Durch ihn erhielten die mathematischen 
Studien in Italien eine andere Richtung. Er ist der Schöpfer der 
Mechanik und der wissenschaftlichen Physik; in beiden Disciplinen 
haben die Italiener bis auf die neueste Zeit Bedeutendes geleistet 



XXXIV. 

Ueber Reihenentwickelungen nach der Me- 
thode der unbestimmten Coefiicienten 



Von 

Herrn T. Wittsteiii 

Lebrer am Lyceum zu Hannover. 



Es ist in diesen Blättern mehrfach von der Unzulässigkeit der 
Methode der unbestimmten Coefficienten zum Behuf der Eotwicke- 
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hing der Funktionen in Reiben die Rede gewesen, und es möchte 
desshalb nicht unpassend sein, hier auch die Gründe dieser Unzu- 
lässigkeit vollständig zusammengestellt zu sehen. Man trennt sich 
ungern von einer Methode, die so leicht und einfach ihrem Ziele 
zufuhrt, man sucht die Mängel zu verbessern, die Lücken zu ergän- 
zen; und wenn auch das Resultat nicht die gewünschte Befriedi- 
gung bringt, so trägt man wenigstens den Gewinn davon, dass 
man mit Ueberzeugung die Methode fallen lässt. 

Als Fundamental- Lehrsatz der Methode der unbestimmten Coef- 
ficienten muss ein Satz angesehen werden, den man gewöhnlich in 
folgender Weise ausspricht: 

Wenn zwei auf gleiche Weise nach Potenzen von x geord- 
nete Reihen 

A Q -i-A 1 x + A t x* + . ... und B 0 B x x B^x* 

' einander gleich sein sollen, so müssen die Coefficienten 
gleicher Potenzen von x in beiden gleich sein. 
Dieser Lehrsatz pflegt in den Lehrbüchern entweder gar nicht, oder 
nur mangelhaft bewiesen zu werden. Im ersten Falle verwechselt 
man ihn offenbar mit seinem Umgekehrten: 

Wenn die Coefficienten gleicher Potenzen von x in jenen 
Reihen übereinstimmen, so sind beide Reihen gleich; 
welches auf der Stelle klar ist, so lange nur beide Reihen weder 
unbestimmte noch unendliche Resultate geben, in welchem Falle 
der Begriff von Gleichheit wegfällt. Im zweiten Falle aber, wo 
man im Laufe des Beweises wiederholt durch x dividirt und so- 
dann x = (I setzt, begeht man den Fehler, dass man beide Seiten 
einer Gleichung durch 0 dividirt und die Quotienten wieder gleich 
setzt, da ja bekanntlich der Satz „Gleiches durch Gleiches dividirt 
giebt Gleiches 4 - eine Ausnahme erleidet, sobald 0 der Divisor ist. 
Dieser Beweis lässt sich indessen mit Hülfe von Grenzbetrachtun- 
gen in ein völlig strenges Gewand einkleiden, wobei jedoch zu- 
gleich der zu beweisende Satz selbst einige Modifikation erleidet, 
nämlich in folgender Weise. 

Lehrsatz. Wenn zwei auf gleiche Weise nach Potenzen von 
x geordnete Reihen 

A Q -\r A x x-\- A^x" 1 und B 0 •+- B x x-\- B 2 x* -f- 

für alle Werthe von x zwischen x = 0 und xz=ze gleiche Resul- 
tate geben sollen, so mUssen die Coefficienten gleicher Potenzen 
von x in beiden gleich sein. 
Beweis. Da die Gleichung 

A 0 -\- A^x-t-A^x* -+-... = Z? G -f- B.x-^B^x 7 -f- . 

für xz=0 bestehen soll, so hat man sofort 

Daraus folgt ferner 
A x x-h A 2 x 2 H- . . . = B x x-\- B*x % -f- . . innerhalb 

Vty4- f = - innerhalb 

X X 
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folglich wenn man x, von x=e anfangend, sich dem Werth e 
x = Q nähern lässt, wo 

lim ^ M f +,M ' = lim -f-.lim (A, + A,a;-t- . . .)=zA x 
lim — | im ^ .|i m (#, + //,.* + ...) = /?, 



Ferner ist daraus 

A^x % -+- A % x % -§-...— B % x* -f- B x x % -f- . . . innerhalb j 

*<* % +*fT'~ = i^tÄf^dz^ innerllBlb |" = ° exd 

und durch Uebergang zu den Grenzen, wie vorhin, 

3) A % = ß„ 

U. 8. W. 

Hiermit ist der vorliegende Satz vollständig bewiesen. Aus 
der Beschaffenheit dieses Beweises zeigt sieb sofort, wesshalb in 
dem Lehrsatze die Forderung aufgestellt werden musste, dass für 
alle Werthe von x zwischen den Grenzen x = 0 und x = e (von 
denen die letztere hier durchaus willkürlich ist) obige Reihen gleiche 
Resultate geben sollen; es war nämlich zur Auffindung der im Be- 
weise erforderlichen Grenzwerthe für x = 0 nöthig, dass man von 
einem von 0 verschiedenen Wierthe für x, für welchen die suppo- 
nirte Gleichung noch gültig blieb, ausgehen konnte, um sich von 
da aus der 0 zu nähern. Mehr aber bedurfte es nicht, und die 
frühere Weise den Satz auszusprechen, wo man Gleichheit beider 
Reihen für alle Werthe von x (natürlich mit Ausschluss derjeni- 
gen, für welche der Begriff der Gleichheit keine Bedeutung mehr 
hat) verlangte, war desslialb fehlerhaft, weil die Bedingung in die- 
sem Umfange in dem Beweise nicht zur Anwendung kommen kann, 
mithin der Satz mehr behauptete, als der Beweis beweiset 

Es lässt sich hieran noch die Folgerung knüpfen, duss, wenn 
man eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe hat, die in- 
nerhalb bestimmter Grenzen für x (unter denen auch 0 vorkommt) 
die Entwickelung einer gegebenen Funktion von x liefert, es 
keine von dieser verschiedenen Reihe mehr geben kann, die inner- 
halb derselben Grenzen gleichfalls als Eutwickelung dieser Funktion 
könnte angesehen werden. Diese Folgerung auszusprechen kann 
insofern von Nutzen sein, als es dadurch noch unentschieden bleibt, 
ob es vielleicht innerhalb anderer in jenen nicht enthaltenen Gren- 
zen eine andere Reihenentwickelung der vorgelegten Funktion ge- 
ben könne. 



Der Gang, den die Methode der bestimmten Coefficienten (ub 
dieser selbst jetzt überzugehen) nimmt, um eine gegebene 
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Funktion f(&) in eine Reibe zu entwickeln, die nach positiven 
ganzen Potenzen von ac fortschreitet, besteht im allgemeinen darin, 
dass man. die Möglichkeit einer solcher Entwickelung voraussetzend, 
die Gleichung 

■ 

f(a;)~A 0 ~\-A % a;-\-A % a;* -f- 

aufstellt, von welcher ausgehend man durch verschiedene Kunst- 
griffe — «leren Erörterung nicht weiter zur Methode selbst gehört, 
insofern die eigentümliche Beschaffenheit der Funktion f(&) sie 
an die Hand geben muss ) — dahin zu gelangen sucht, dass auf 
jede Seite des Gleichheitszeichens eine nach Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe zu stehen kommt, worauf sich die Bestimmung 
der Coefficienten A oi A lt A 2i . . . . unmittelbar durch den vor- 
stehenden Lehrsatz ergibt. 

Dieser Gang gibt zu zwei Bemerkungen Veranlassung. Zu- 
nächst nämlich ist klar', dass die Voraussetzung, dass irgend eine 
willkürlich vorgelegte Funktion sich in eine nach Potenzen von 
fortschreitende Reihe soll entwickeln lassen, im allgemeinen durch 
gar nichts gerechtfertigt wird; man kann im voraus nicht wissen, 
ob die gegebene Funktion die Form, die man ihr aufdringen will, 
wird annehmen können, und in der That gibt es Funktionen, die 
eine Reihenentwickelung in jener Form nicht gestatten, z.B. log ar, 
cot .2*. Wenn man daher dennoch jene Voraussetzung macht, und, 
darauf gestützt, die Coefficienten der supponirten Reihe zu bestim- 
men sucht, so muss man es sich auch gefallen lassen, wenn man 
dabei zu unbrauchbaren Resultaten gelangt. So z. B. wenn man 
setzt 

log ac =■ A Q -\- A x x-\- A^ac* H- . . . . 

und nun zu beiden Seiten die derivirten Funktionen nimmt, so 
hat man 

# 1 

— = A l -\- 2A t x 

sc 

woraus 

1 = A t x -f- 2A 2 x* 

welche Gleichung offenbar für ein veränderliches jc ohne Sinn ist. 
Es leuchtet aber ein, dass, wenn die Rechnung wirklich zu be- 
stimmten Coefficienten führt, die Voraussetzung selbst auch nichts 
ungereimtes enthalten hat, und mithin kann von dieser Seite die 
Methode der unbestimmten Coefficienten kein Vorwurf treffen. 

Ferner liegt in der Voraussetzung, dass ohne weitere Be- 
schränkung 



•) In vielen Fällen reicht der Uebergrang zu den derivirten Funktionen zu 
dem beabsichtigten Zwecke aus. Lacroix in seinem Traite elementaire 
findet auf diesem Wege vermittelst der Methode der unbestimmten 
Coefficienten die Taylorsehe Reibe; er weicht jedoch darin ab, dass er 
auch die Exponenten der supponirten Reihe als unbestimmt voraussetzt 
und sie aus der letzten Gleichsetzung bestimmen will, welches begreif- 
lich nicht angeht, da es ja zum Wesen der Methode der unbestimmten 
Coefficienten gehört, dass sie die Exponenten von x bestimmt vor* 
schreibt. 
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seio soll, implicite die Bedingung ausgesprochen, dass für jeden 
besondern Werth des a: der Werth der Punktion mit demjenigen, 
den die Reibe dafür liefert, übereinstimmen soll. Hier ist min so- 
fort klar, dass diese Bedingung aufhört, ihre Gültigkeit zu behal- 
ten, für alle diejenigen Werthe von ./\ für welcbe entweder die 
Funktion oder die Reihe aufhört endlich und bestimmt zu bleiben, 
weil in diesem Falle der Begriff der Gleichheit seine Anwendung 
verliert; und es tritt mitbin namentlich in Bezug auf die gefundene 
Reibe hier mit Notwendigkeit die Forderung auf, die Reihe hin- 
sichtlich ihrer Convergem zu untersuchen, um die unbrauchbaren 
Werthe ausschliessen zu können. Aber dieses allein genügt nicht. 
Der obige Lehrsatz verlangt nämlich zu seiner Anwendbarkeit das 
Stattfinden der Gleichheit innerhalb der Grenzen ,ar=0 und d?ssf, 
wo e also nicht über derjenigen Grenze hinaus, für welcbe der 
Begriff der Gleichheit verschwindet, aber der 0 so nahe liegen darf 
als man will. Es sei nun a derjenige positive oder derjenige ne- 
gative Werth von a:, der, wenn man von ö ausgeht, der erste ist, 
mit welchem entweder die vorgelegte Funktion oder die gefundene 
Reihe aufbort endlich und bestimmt zu bleiben , so darf jedenfalls 
£ nicht über a hinaus liegen; ob man aber c=a setzen dürfe, das 
ist nicht ohne weiteres klar, denn es bleibt noch immer die Mög- 
lichkeit offen, dass es innerhalb 0 und a Werthe von .r geben 
könne, für welche die Reihe ein Resultat liefert, welches nicht mit 
dem correspondirenden Werthe der gegebenen Funktion überein- 
stimmt/ Um dies durch ein Beispiel zu erläutern, welches allerdings 
nicht ganz hieher gehört, so liefert die bekannte Reibe 

i * 

-4- — cos 2a: J _ n f{&) cos 2a: d&+ . . . 

1 f"* 
+ — sin x J _ n f{&) sin x da: 

+ "T sin %v/*"A*) «■ 



, , • • • « 

-71" 



welche als Entwickelung von f(a:) gefunden wird und von — irbil 
n convergent bleibt, wenn nur f{as) zwischeu diesen Grenzen nicht 
discontinuirlich wird, für a:=zkm das Resultat \(f{n)-\-f{ — 
welches mit dem correspondirenden Funktionswertbe f(n) nicht zu* 
sammenfällt, es sei denn dass man habe f\n) = /*( — w) (vgl. Le- 
jeune Dirichlet in Crelle's Journal B. 4. S. 157. seqq.). — Wenn 
man nun, wie es gewöhnlich geschieht, in Ermangelung des Hölin- 
gen Kriteriums geradezu e = a setzt, so spricht man damit eine 
Behauptung aus, die erst noch des Beweises bedarf, und dies ist 
die eigentliche schwache Seite der Methode der unbestimmten Coef- 
ficienten. Also nicht etwa darin, dass die Methode divergente 
Reihen liefert, — denn hierauf scheint manche Aeusserung hinzu- 
deuten, — sondern darin ist der Grund für die Unznlässigkeit ^der 
Methode der unbestimmten Coefficienten zu suchen, dass sie nicht 
lehrt, innerhalb welcher Grenzen die gefundene Reihe wirklich als 
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Entwickelung der gegebenen Funktion gültig ist. Dieser Mangel 
findet sich bei denjenigen Methoden nicht, welche, nach dem Vor- 
gänge von Caucky und Ampere, bei jeder Kntwickelung zugleich 
den ergänzenden Rest der Reihe mit in Betracht ziehen. 



i • • • • 
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XXXV. 
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Beitrag zur Lösung des, im II. Bd. des Archivs 
S. 220 angeregten, Eulcr-Pfaffschen Theorems 
über geometrische Progressionen. 

• « Von dem - 

' ; Herrn Doctor-A. R. Luchterhandt 

zu Königsberg i. \ N. , - . - 



* ; f. 



:.i . «. * 



Wir beabsichtigen hier zunächst die allgemeine Entwickelung 
der Gleichung des ntea Grades, durch welche bei einer vorgeleg- 
ten Gleichung des 2«ten Grades die Hülfsgrösse u bestimmt wird, 
zu geben. 

Zu dem Ende wollen wir die allgemeine Gleichung vom 
2«fen Grade . " ; 



. . . . -f- Cx* -+- Bs* + Ax -f- 1 =0, 
auf folgende Art schreiben: \- V \* 

... + W 1 * , + f»] l * , + H,* + i = o J ...(i) 

so dass also die Symbole [»],, . . . . [n] m den ersten, zwei- 

ten . . . 4»ten Cqefficiented vom Anfang und Ende in der Gleichung 
des 2/zteu Grades vorstellen. Solcher Symbole sind der Zahl nacli 
2« — 1; und das mittelste ist [/i] n _i. 

Wir denken uns die Gleichung (1) auf die Form 

(*» _t- Wl s-f-l) (^-f-a^-M) (^» + «^ + 1) 

. . . («* -+-'a^i* -f- 1) (s 3 -f- a n s -Hl) = 0 (2) 

gebracht, und wollen nun untersuchen, wie die Coefficienten der 
Gleichung (1) aus den Grössen «, , a 2 , *»,... a« gebildet sind. 
Theil EU. 20 . 
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Wir werden das Bildungsgesetz auf dem Wege der Inductioa 
suchen, und dann seine allgemeine Gültigkeit darthun. Wir be- 
merken noch , dass wir mit dem Symbole Ö m die Combinationeo 
ohne Wiederholungen der witen Klusse der p ersten Elemente 

. . . . Up bezeichnen werden und erinnern an die bekannten 
Relationen 

C,„ = bm-\- «/M-l • fim—\ ) 

und ( (3) 

m m-+-\ \ 

Wir haben also zunächst 

** -H [11 ,* ■+- 1 = *' ■+■ 1 =a 3 -f- 1, 

ferner 



= C 1Ä -hl) (** «,* -f- 1) 

= **-*- (a, C x )x* + P-t-^C,)** -+- (o, 4- C x )% -f- 1 

2 1 

= 4- (2-hT 3 )*' -+- C^a -f- 1 ; 

ferner 

»• + [3],*' "+- [3]>** [3],*» -+■ [3],*» H- P] t * + 1 
= C,*' 4- (2 H- -f- 1 1 (*' -h «,* H- 1) 

= + («, )* 8 (3 -f- «, 4- 

4- (2a, -f- 2C t «, 4)*' + (3 + «, C x -H 

= *• -f- +(3+ + (2^ 4- C 9 )%* -f-(3-r- 
ferner 

*' ■+■ Wi* T "f" M,* 4 -f- [4],** -f- [4] 4 ** + [4],*« [4],»* 

= 1*'^ 4*' + (3 + (2^4-4)*' 
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= -I- (« 4 + Ci)* 7 -4-(4 4-« 4 C 1 -4- C a )* f 
+(3« 4 -h3^+a 4 £-^)*»-H6-^ 
-4- (3a 4 + 3£, -|- a A C 9 -fr- C t )%* -|-(4-Ha 4 C 1 -fr- £ a )*» 

— -4- Cx %> -fr- (4 4- £,)*• -f. (3C*, -4- C,)** 

-fr- (6 H- 2 4 + tf 4 )*« -|. (3 ^ -fr. -fr* (4 -fr- 

ferner 

' r ■♦**«. 

= (*• -fr- 4- (4 4-. C 2 )x* -f. (3(7, + 6?,)*« 

■+■ (6 H- 2^ t r+- <7 4 )*« + (3C,H- -fr- (4 H- 4)** 

4 

X(**-fr-« 6 *-fr-l) 
= ft ' • -fr- 6' 4 *- (5 -fr- -f. (4 Cl -fr- Ci )*' 
+ (10 + 3& a -fr- C,)*« -fr- («^ -fr- 2C, -fr- 4)** 
: -'"-fr- (10 4- 3<7 a + V 4 )z* -f- (4(7, -fr- -4- (5 -fr- £ a )** 

"4* —fr- 1 5 

ferner 

* + Mi* 1 1 + [6] a V ° + [6] a *» -fr- £6J 1Ä -fr- 1 

= *' ■ -fr- Ci*.'» -fr- (6 -fr. 6;)*» • + (5£7, 4- 
■4- (15 -fr- 4# a -4- Ci)*« -fr- -4- 3C, 
4-(20H-6^+2r 4 H-C e )s fl + (10C I 4-3^,H-C r 4 > 6 - 
-4- (15 -fr- 4tf a -fr- t\)x* -fr- (5^ -fr- -|- (0 -fr- 4)** 

6 . 

-fr-C^-fr-1, 

erner 

» ■ * 

20- 
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*' 4 + m ■ 4-ro** 1 1 + . . . -f- m,* 3 + m>* 1 

= * 4- C t %> ■ 4- (7 4- 4- (AC, 4- 1 

4-(2l4-5C a 4- C 4 )*» 0 4-(15C I 4-4C,4~£ S )* 9 . 
4-(354-lo£ a 4-3 £ 4 4- C % }% '-»-(20 Cl +6^+2^+ C 7 )**4-... 

ferner 

* I * + [8] I * ,, +'[81,»««H-..<.B1,»»+-I8] 1 *i+.1 -4 ■: 

= *' • + * 4- (8 4- C 2 )%" -h (7C\ -+- " 

4- (28 4-6<? 2 4- C , 4 )* ia H- (21^ 4- 567, 4- CT,)»« 1 

H- (56 4- 15 CW- 4 £ 4 4- C a )* 1 °4- (35 C x 4- 10 -+-3 £,4- C, )*» 

} +(70 + teC a +6C 4 +2^+ C.)%* 4-... 

und endlich 

*' • 4- 7 4- Wh* 1 8 4- M 2 x' 4- [9] .* 4- 1 

i- Ä y c,*" » 4- (9 4- C,)* 1 • 4- (8C, 4- " 
4- (36 4- lk 4- £ 4 )* 1 * 4- (28 C x 4- 4- k)** • 
4- (844-21 r a 4-5 £ 4 4- ft )* 1 s 4-(56 C x 4-15 C.4-4 &,4- 1 1 
4- (12Ö4-35C, 4- IOC. + ZC. + C.)»» } 

■ +(70C 1 4- i Mft4-6C i 4-^H- : 4)* , -l- 

Hiernach ergeben sich also durch Vergleichung der Coefficjenteo 
der gleichen Potenzen in den einzelnen Gleichungen die Relationen: 

[1], = C„ [2], = t?„ [3], = C„ [4J, = C lt [5], = <7, u. s. w . 

PJ,=2+C;, [3] I =3-|-£'„ [4,,=4+C„ [5] 1 =5h-C > ,u.s.w. 

[4] 4 = 6H-2C',-4-C. = i^ + (4-2)C' l +C 4> : "'" 



s. w. 



5 St,', 5 5 

-(5-2)C,4-C 4 , 

• • • 

6 A K 6 6 



J 


.2 


6 


.5 


1 


. 2 


7 


. 6 


1 


.2 
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(5], = 6<r, + 2C 1 , + C, =~C, ■+■ (5 - 3)C, 2jV 

6 6 6 4 k k 6 6 6 

16], = 10*7, -+- C 4 =7:^, +(6-3)C, C s , 

[7]* = 15^ + AC t + = \^C X + (7 - 3)C, + C„ 



■ . » 



V - 



I 6 6 

+ (6-4)C 4 H-C., 
PI. = 35 + IOC, -+- SC. + C, = -+- f^C, 



' 7 7 

(8], =56H-15C, + 4fc t + C, — j-7073 *»- x.a*-* 



* 

0 * 



8 - 8 



• - j> ) 'A 



7 7 7 7 , ß * * 7 1 J7 

[7].=20^4- 6C,+2C, + C,=^^C< 

7 7 

s- + (7 — 5)C S + C 7 , 

8 8 8 8 7 6 5 8 5 . 4 8 

PI, = 35C, + WC, + 3C, + C, = ^fffc, + j^f P, 

+ (8-5)C, + C„ 

[9], = 56C, + 15C, + AC. + C, =hItI^ ^ItP' 

+ (9-5)C, + C„ 



8 .* » » 8.7.0.5 , 6.5.4 », 
[81.= 704-20C,-t- 6C,H-2C.+ C. = rT 2 T j 75 + ytö^C, 

+ Yt|c.-H(8-6)C. + C., 
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[9] , = 126 -H 35t', -h IOC, + 36'. + C, = ^£75-^ -+- nffl^ 

5.4» 9 9 



[9J,=70C' I -+- 2o£, d\ +2C, + C % = It^I^C', 



Aus dem Entwickelten 
»ein werde: 



sieb nun icbliessen, duss allgemein 



n 

M * = (» - 2) c\ + 1\ 



4» 

n 



Mi^ ^'l.o"^ , + (*-3)C, -f- 6',, 

«• — 1.2.3 H TT2 6 * + (• - +■ C o 

r«l __ (*-!) fo-2) fr- 3) * . (ft-3) (n-A) ? r 

f , (ft-2) fo-3) , (n-2) {n~Z\ — 

W« — 1.2:3.4 K IT* 71 r * 

(» — 4) (n — $) n „ n ■ 

1 

|„l - («-!) (»-2) <»-3) («-*) » (»— 3)(»-4)(f»-S) * 
lW,9— 1.2.3.4 TT273 6 « 

(„-5) (»-6) » « » 

^ f72 • • "*~ * Ä ~~' 7 ) 6 * -I- c »» 



Digitized by GooqI 



312 

Angenomm« n . dass dieses Bildungsgesetz der Coefticienten für 
alle Zahlen von l bis /* gültig sei, so wo] Im wir zeigen, dass 
dasselbe auch für // Hh ' statttinde. — Denkt man sieb nun die 
Gleichung vom 2/zten Grade in % mit z 2 -f- a H +\x -+- 1 multiplicirt, 
so erhellet leicht, dass, mit Ausnahme des ersten und letzten, jeder 
Coefficient der neuen Gleichung gebildet wird aus drei auf einan- 
der folgenden Coeflicieoten der vorhergehenden Gleichung* und 
zwar nach folgendein Gesetze: , 

[n 4~ l]/ t = [f*]/ t - 2 4- «/h-i[«Ja-i 4- [n]h ..... (4) 
Für den ersten und letzten Coefticienten hat man 

* % * 

[*4-l], =««+i+W„ 

oder mau kann sich auch allgemein der Gleichung (4) bedieneo, 
wenn man nur [«] 0 = 1 und («]_| = 0 setzt. 

Mit steter Berücksichtigung der Gleichung (3) hat man also 

n K-+-1 

[* 4-1], = l -f- « n+ iM , 4- l»U = 1 -+- «*h-i£, +»-4- € % 

* n n »II 

= n 4- 1 H- «n+iC, + = n 4- 1 4- 6„ 

» « 

Ii - n 

| n 4- 1] , = [»] , •+- «„-4-J//J 2 4- [/i] , = C x -f- 4- «»-+-1^, 

4-("-l)<? 1 4- C', =««+i« 4- mC t 4- «*-m£, 4- C, 

n n , » «+1 

= 4- C,) 4- «/,+iC 2 .4- = nt\ 4- 

I» + 1 J. = l«] 2 + «n+i[»] , -+- [n], = n-t- C, ■+- a»+iC, 

+ (* - \)C, 0)I+1 C, -+- ^~- ) ■+- (» - 2)C, -+- C, 



■■«f^+^-nei + c-.. 




4 *• 
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Hieraus ersiebt man nun, dass das oben angenommene Bil- 
dungsgesetz der Coefficienten aucb für n+1 gültig ist; denn wenn 
man in den für [u]2m und [a]2m+i aufgestellten Ausdrücken #»+1 
statt n setzt, so gehen dieselben in die so eben für [t-f-ljs« und 
\n lja/n-i-i entwickelten über. 

Wir wenden uns jetzt zu dem andern Tbeile der Untersuchung - 



f 
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t 

nämlich zur Bestimmung der verschiedenen C aus den Coefficien- 
tcn der Gleichung vom 2/sten Grade; wollen aber fortan diese 
Coefficienten mit _7 3 , A % , . . . A n — 2 , v^n— 1 und .7« bezeicb. 
nen. — Durch successive Elimination erhalten wir aus den oben 
aufgestellten Gleichungen: 

n 

C l =A l > 
n 

C 9 =A % — n, 

-(«-«je; 



jn-\) (n-4) , 
TT2 



c. -4,- - r» • 

c, ■ a - ( , - 5M. + - (»-»> fed^ , 

' £. = - ( »-6 M , f ^- 7 U - <"- g > (»-') fe=2j , 

. — 5) (» — 6) (n - 7) 
H 4! ' 

g. = ^ - (» - 7M, + ( " 5) 2 ^ 8) ^ t - ^ H^, 

— , 

^ 41 «Ii 

(tt-7)(rc-8) (7t-9) *(*-6) (»- 7) (n-S ) («_9) 
-•- 4i ^» 5j ■ . 

Das Gesetz, nach welchem man die auf einander folgenden C 
aus den Coefficienten A zu bilden hat, liegt deutlich zu Tage» und 
man schliesst hieraus, dass allgemein sein werde: 
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Wir wollen nun wieder zeigen , dass, wenn diese Relationen für 

nun n 

alle C von C\ bis C^n und C^+i gelten, sie auch für 6W2 und 
Ctm+z, gültig sind. s 
Es ist aber nach dem Obigen 
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Substituirt man hierin für die verschiedenen C ihre Werthe, bo er- 
giebt sich ' 



Tbeü Hl. 
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Setzt man nun der Kürze wegen » — 2(»i + l) = />, so erhält 

n 

man für das allgemeine Glied in IWj den Ausdruck: 

I 



+ + + 

/-s 

I I I 



+ 

s 
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I ! + n 
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I 1 
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Zieht man die beiden letzten Glieder in der Klammer zusammen, ' 
so erhält man für deren Summe den Ausdruck 

/ fo-f-?X~3)....Q-f-*-+ - 2) fo-t-*-+ -l) 1 

1_ 1 j : w=w\ : • — k ; 

fügt man dazu den drittletzten, so wird die Summe 

f- tu-i(£±j^— lj (;>-*- 2*-4) (p + k + 2) (p-i-k+\) 

r l 1 { 2! (£-2)! 

fo-f-*-l) fr-f-ft-2) 

x - k i 

hierzu das vierte Glied addirt, giebt: 



/ i^_ 4 (y-H2A: — 4) f;>-f-2£ — 5) + 

~ 1! (*-!)! 

X + * — 1) (^ + *_2) C^-f-Xr — 3)i 

nnd mit Hinzu nähme, des fünften Gliedes bekommt man 

/ ^^ (y-f-2^-5) (p-t-2*-6)....fr-h*-J-1) 
*U*-4)! 

-("^^ 4! lifc— 5)1 

X(p-rr* — 1) (/>-b*-2) (/>-f-£ — 3) {p-+-k — 4). 

Man schllesst aus diesen Ergebnissen, dass man für die Summe der 
g letzten Glieder, den Ausdruck 

/ tu - ft»H-g* — g) (p+M— + 

I X^+^-l) 0> + *-2).. + 1)) 

erhalten werde. Nimmt man biezu das vorhergehende, das (#H-l)te 
Glied vom Ende, nämlich das Glied 
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V 

T 



+ 

l 

+ 



+ 

i 

+ 



I 



i % . 



"SS 

+ 

I 

I 

+ 

I 
I 




so ergiebt sich für die Summe der 5 -f- 1 letzten Glieder 

X(p+*_i) (^-f-^-2)...(;;-f-/r-(^-l)) (2±*-€±^| 

— i u-fr+i> fr H- 2* -fr ■*-*)) (PH-2*-(y-+.2))...(p-+-*+l ) 
. — 1 ; «rI(A-Ur-M))! 

X^-f-Ä — 1) fr-*-* — 2).. . . 

"rtd dieser Aasdruck gebt aus dem vorhergehenden hervor, weoo 
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man darin g -1- I statt g setzt. Der fragliche Ausdruck gilt also 
auch für #-f-l, wenn er für g gilt; nun gilt aher derselbe für 1, 
2, 3, 4, o, also auch für * 6, und daher nach einer bekannten 
Scblussfolge allgemein. 

Das zweite Glied vom Anfange ist offenbar das {k — l)te vom 
Rode, und wenn man also g=>k — 1 setzt, so erhält man für die 
Summe aller Glieder, mit Ausschluss des ersten, den Werth 



/ mEdiid- 1 (P-t-*— 1) p-t-£ — 2) (p + Z) 

l— 1 * (*-2)! ' k 



Nimmt man dazu das erste Glied, so ergiebt sich für die Gesammt- 
summe der Glieder in der Klammer der Ausdruck 



Sfc-l k } 



(Ar- 2)! 

_ (p + k— 1) {p + h ;~2) (p + 2) (p-t- 1) 

— *! ' 

und hiernach, wenn man wieder für > seinen Werth 2(w-f-l) 

n 

setzt, für das allgemeine Glied in Cim+i der Werth 
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I 



* 



+ 

I 



+ 

1 



+ 

I 

I 



9 

+ 

I 



Dieser Ausdruck ist aber in ///-}- 1 eben so gebildet, wie das all« 

n 

gemeine Glied des Ausdruckes für C lin in m gebildet ist, und somit 

» 

ist also das für C^n als gültig angenommene Bildungsgesetz aueb für 

n n 

Cim+i nachgewiesen. Ganz ebeuso zeigt sich, dass das für Cj&u+i 

n 

angenommene Gesetz auch für C&n+i gilt. Wir bemerken nod*. 
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«i n 

dass man die Ausdrucke für Qtm und CWh iu folgenden zusam- 
menfassen kann: 

C.=A»-(n- („-2))^_-M»_(«--4)) (»-^-')) Am _ t 

i / <u\ (*-("»-!)) (»—(*» — 2)) , 
— (»—(»»— 6)) .- = ~ -A m -§-\- . . 

(w-(m-l)) (*- (//* -2)) . . ..(»-(//* - (*-!))) . 



ii man nur zu beachten hat, dass A 0 = \ und jedes / mit 
negativem Index =0 zu setzen ist. 

Setzt man hierin nach einander m — \ , 2, 3 . . . 9, so erhält 
man die von Euler gegebenen, im Archiv. B. II. S. 224 mitgeteil- 
ten, Wertho der Coefficienten der neun ersten Glieder der Gleichung 
für die Hülfsgrösse u. 

\ Nach der Theorie der Gleichungen hat man nun zur Bestim- 
mung der Uülfsgrösse u die Gleichung: 



_ -f- C % *-* - + . . -h (- IVO*-* zb 



• • • • 



(- 1)»-» C_i« -t-(-l)»C„ = 0. 



XXXVI. 

lieber die Entwicklung von e=Y\m (1 



Von 

Herrn T. Wittstein 

Lehrer am Lyceum zu Hannover. 



In dem ersten Theile (2. Heft S. 204. ff.) dieses Archivs ist 
von dem Herrn Professor Grunert einer Einwendung Erwähnung 
geschehen, welche Liouville gegen den von Cauchy gegebenen Be- 
weis des Satzes, dass 

i III 
lim (1+^)* = 1+ T -4-^ -+-n273"*-"" 
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sei, wahrend x gegen 0 convergirt, gemacht .hat. Es wird dort 
dieselbe Einwendung auf den von, Moigno gegebenen Beweis des« 
selben Satzes ausgedehnt; indessen so sehr wir auch bereit sind,! 
die von dem Herrn Herausgeber des Archivs bei dieser Gelegen-] 

hcit gemachte Bemerkung: „Auf jeden Fall müsste doch bewieset 

1_ 

werden, dass {\-t-x) x sich wirklich' einer bestimmten Grem 
nähert, wenn x sich der Null nähert, .... auch fürs Erste gani 
abgesehen von der Grösse dieses Werths," aus voller Ueberzeu- 
gung zu unterschreiben, so scheint es uns dennoch, es lasse sich! 
die von Moigno gegebene Darstellung — dagegen nicht die voaj 
Caucby in seinen Lec,ons vorgetragene — noch in einer Weise auf- 
fassen, in welcher sie von allem Tadel freizusprechen ist. ^Wir 
wollen versuchen unsere Meinuug hier aus einander zu setzen. 

Moigno beweist nämlich, nach unserem Dafürhalten, auf S. 3 

bis 5 seiner Legons nichts weiter, als dnss der Ausdruck (l-4-,r) x 
für är = 0 sich einer bestimmten Grenze nähert, welche zwischen 
den ganzen Zahlen 2 und 3 liegt. Der Gang dieses Beweises, deo 
wir hier etwas ausführlicher darstellen wollen, ist folgender. 

Es sei — = und m zunächst eine positive ganze Zahl, so 
hat man nach dem binomischen Lehrsätze 

[l+X) — — l+ 1 ^ 1 2 m*^ 1 2 3 m> + 

m_ m — l nt—2 m—(m — 1) 1 

1, 2 3 m ^' 
oder indem man die Divisionen ausführt 



(1+*)= =1-4-1 + ^ (1 (1_ 

+o?^s( 1 -=ja-ä)...(i--=^)~(i) 



Wenn x sehr klein oder m sehr gross wird, so sind alle 
dieser Reihe positiv, folglich hat man für x — 0, indem nur die 
beiden ersten Glieder der Reihe beibehalten werden, 

l 

lim (l + x) x >2. 



Vergleicht man aber jene Reihe (1) mit der folgenden 

1.1.1. ± 

2«.' 



1 "+~ 1 ■+■ o o» • • • • 2wt* • • • (2) 



so findet sich für Behr kleine Werthe von x oder sehr grosse 
Werlhe von m, dass die successiven Glieder von (1), von dem 
dritten Gliede beginnend, sämmtlich kleiner sind als die correspon- 
direnden Glieder der Reihe (2); die letztere aber liefert für *n=x 
die Summe 3, folglich bat man 

1 ' ' 

lim (1 -f- x) x < 3. 



r 

I 
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* * 

Ist m eine gebrochene oder negative Zahl, so wird der Beweis 
auf bekannte Weise auf den vorigen zurückgeführt, was hier, als 
unwesentlich für den gegenwärtigen Zweck, übergangen wer- 
den mag. » 

Hietnit ist also dargethan, dass der Ausdruck (l-f-4?)* für 
= 0 sich wirklich einer bestimmten Grenze nähert, welche zwi- 
schen den ganzen Zahlen 2 und 3 liegt, und zu deren angenäher- 
ter Berechnung man nun sofort den Ausdruck selbst gebrauchen 
kann. Diese Grenze wird mit e bezeichnet, und es ist wichtig zu 
bemerken, dass hienach e durch die Gleichung 

*r=lim (l-f-*) x 
für & = Q, oder durch die Gleichung K 

e= , l , |1+ 4+^ (1 _± )+ ...__l_ (I _i ) ... (l_2=l)| 

* 

für m ss oc, definirt wird. 

Um nun aber e durch eine von dem Zeichen ,,lim" freie For- 
mel darzustellen, bedarf es noch eines Schrittes, der sich in der 
Tbat in dem Werke von Moigno gar nicht findet; eine solche 
Formel ist aber auch unwesentlich und mindestens zur Entwicke- 
lung der Lehren der Differentialrechnung, wie sich bei Moigno 
zeigt, unnöthig. Verlangt man sie indessen, dennoch , so lässt sie 
sich leicht aus den Lec^ons von Moigno herauslesen. Es wird dort 
nämlich durch den Taylorschen Lehrsatz die Entwickelung von e j: 
gegeben; es wird bewiesen, dass dieselbe für alle Wert he von ae 
convergent bleibt; setzt man also in ihr a?==1, so hat man die 
gewünschte Formel. 



V 



XXXVII. 

lieber den Satz vom Parallelogramme der 

Kräfte. 

Von 

» 

Herrn Doctor Dippe 

Oberlehrer am Gymn. Frider. zu Schwerin. 



In dem Beweise, welchen Poisson (Traite de Mecan. f. 
p. 43 — 51) von dem Parallelogramme der Kräfte giebt, kommt die 
Behauptung vor, dass 
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y(ar) = 2cos ax 
ie einzige Functioo sei, welche der Bedingung 

- 

Genüge leiste. Da jedoch 

2cos ax ss e~ a *V-\ 
ist, so liegt der Schlüss nahe, dass auch die reelle Function 

. (f(x) ss 



jene Gleichung befriedigen müsse, was in der Tbat der Fall ist. 

Dieser Umstand macht eine Abänderung des von Poisson ge- 
führten Beweises nöthig. Vielleicht findet der folgende Versuch 
Beistimmung. 

$. 1. 

Von den Kräften, die in einer Ebene auf einen Punkt wirken, 
wird Folgendes angenommen: 

1) Wenn auf einen Punkt zwei gleiche Kräfte nach entgegen- 
gesetzten Riebtungen wirken, so ist ihre Resultirende Null. 

2) Wenn zwei Kräfte /* Q nach derselben Richtung wirken, 
so ist ihre Resultirende P-+- Q, und wirkt nach derselben Rich- 
tung. 

3) Wenn zwei Kräfte P, Q nach entgegengesetzten Richtun- 
gen wirken, und P^> Q ist, so ist ihre Resultirende P — Q, und 
wirkt nach der Richtung von P 

4) Wenn zwei gleiche Kräfte J\ P beliebig gerichtet sind , so 
ist ihre Resultirende nicht grösser als P-+-P, und nicht kleiner 
als P— P. 

5) Wenn die Richtungen von zwei gleichen Kräften mit ein- 
ander einen Winkel 2ar<180° bilden, so halbirt die Richtung 
der Resultirenden diesen Winkel. 

6) Wenn die Richtungen von drei gleichen Kräften Winkel von 
120° mit einander bilden, so ist die Resultireude Null; auch ist 
jede Kraft der Resultirenden der beiden andern gleich, hat aber 
die entgegengesetzte Richtung. 

Wenn zwei gleiche Kräfte einen Winkel von 120° mit ein- 
ander bilden, so stellt die Diagonale ihres Parallelogrammes die 
Resultirende nach Grösse und Richtung dar. 

Der Beweis ergieht sich leicht aus §. 1. Nr. 6. 

4 

\ - 

§. 3. 

Wenn zwei gleiche Kräfte /'. P einen beliebigen Winkel 
24? < 180° bilden , so stellt die Diagonale ihres Parallelogrammes 
die Resultirende nach Grösse und Richtung dar. 



Digitized by GooqIi 



331 

Beweis. Die Richtung der Resultirenden R bildet mit der 
Richtung jeder Kraft P den Winkel x (§. 1. Nr. 5.), und ihre In- 
tensität kann nur abhängig sein von /* und folglich ist , 

R = P\P y a:\ 

V 

Aendert ma^i die Einheit, welche den Grössen P 9 R zu Gründe 
liegt, und sind die neuen Werth© derselben Kräfte />,, R iy so 



P : P t =zR : R t 

uod zugleich 

R x =F(P„a:) 

sein, woraus sieb ergiebt 

PzP x r=zF(P, m)%MiP u m) 

für jeden Werth von Diess fordert, dass F(P, x)=zP./(a;) 
sei, oder wenn man f(a:) = 2<p(a:) setzt, 

' - * Rz=2P.y{a:). 

Denkt man sich nun jedes P als Resultirende vou zwei gleichen 
Kräften Q, Q, deren Richtungen mit der Richtung von P den 
Winkel % bilden, so dass P=2Q<p(%), mitbin 

R = \Q 9 (dc) cp(z) 

wird: dann kann man die vier Kräfte Q paarweise zusammen neh- 
men. In dem äussern Paare bildet jede Kraft mit der Richtung 
von R den Winkel .r-r-as, und seine Resultirende ist 

, /t l =209>(.* + s). 

In dem innern Paare bildet jede Kraft mit der Richtung von R den 
Winkel ac — *, und seine Resultirende ist 

Endlich ist die Resultirende der vier Kräfte Q der Resultirenden 
der zwei Kräfte P gleich, also R= -f-/* a , mithin 

4 Qg>{x) y(x) = 2 Qg>(x + *) + 2 Qy(ar — *). 

Daher muss <p{ai) für jeden Werth ^r<90° die folgende Gleichung 
befriedigen: 

(1) . . . <p(z) = <f(& -\-x)-\- <p{& -r- *)= 

Nun kann R nicht grösser seiu als P-{-P=z2P, und nicht kleiner 
als P — / , = 0, und zugleich ist 

R = 21ty{x), 

folglich muss y(.r) immer zwischen Null und Eins liegen. Daher 
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I , * 

giebt es für jc einen zwischen Null und 90° liegenden Winkel tc, 
dessen Cosinus dem <p(.r) gleich ist, also 

•y(.r)==C0B w. 

Nun giebt die Gleichung (1) für ä = 0 

2y(ar) y(0) = 2y(ar), ulso y(0) = 1 = cos 0. 

♦ 

Mithin ist w = & für :r==0. 

Ferner ist für Ix = 120° nach $. 3. 

It = P i und auch Ä = 2P <p(60°), 

folglich qp(60°) = j = cos 60», also w = ac auch für .jr = 60 o . 

Setzt man ferner = x — * =0, so giebt die Glei- 

chung (1) 

und 

wo nur das positive Vorzeicheu zu nehmen ist, weil 9(0?) immer 
positiv ist. Wenn nun 9p(aJ==cos a ist, so ist auch nach (2) 

9(|-) = cos -|, 

» 

9P( T ) = cos T , 
wie auch . 1 

9(ö^) = cos ^. 

Aus Gleichung (1) erhält man y (,r -f- *) = 2$p(.r) <jp(s) — <p(.r — %)\ 
wäre daher für die drei tVerthe .r, *, .r — * 

= cos .r, <jp(x) = cos *, — *) = cos (.r — *); 

so würde auch <jp(.r-|-*)=2cos ac cos % — cos (a: — x) = cos (jr-f-*) 
sein. iMan setze nun |j = ft mithin —^=20, und 

&=z2ß, % = ß, x: — x = ß, also .r-r-* = 3/?, 

ferner 

= 3/9, * = /?, .r — *=2/J, also .r -h * = 

so wie 

x = \ß i x = ß, an — * = 3/S, also .r -f- * = 50, 
und allgemein 

I 

• B • 
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a: = {m—l)ß f % = ß, & — x = (m — 2)ß 1 also a -+ -* = mß. 

» 

Dann schliesst man, dass <p(mß) ss cos mß y oder 

» * 

9i& *> = C0S a) 

ist, sobald = cos ß. y(2/S) = cos 2/? ist. Da letzteres gilt, 
sobald für eioeo einzigen Werth gp(a)==cos cc ist, und da bewie- 
sen ist, dass 



ist, so gilt 



9(60°) r= cos 60° 



y(£60°) = cos (£60o). 



m 



Der Ausdruck — 60° kann jedem beliebigen Winkel a? gleich wer- 
den, folglich ist <p(x) = cos or, und 

B = 2P cos or. 

Aber 2P cos xc ist Diagonale in dem Parallelogramme, dessen Sei- 
ten JP, P den Winkel %x einschliessen, mithin der Satz erwiesen. v 

f. 4. ' 

■ 

Wenn zwei beliebige Kräfte einen beliebigen Winke! ein-- 
schliessen, so stellt die Diagonale ihres Parallelogrammes die Re- 
sultirende nach Grösse und Richtung dar. 

Der Beweis ganz wie bei Poisson, indem erst ein rechter Win- 
kel angenommen wird, dann ein beliebiger. Der erste Fall wird 
auf f. 3., der zweite Fall auf den ersten zurückführt. 



XXXVIII. 

I 

Uebungsaufgaben für Schüler. 



1. In einen Kreis ein Rechteck zu beschreiben, dessen eine 
Seite durch einen gegebenen Punkt geht und einer gegebenen ge- 
raden Linie gleich ist. 

2. In einen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, dessen eine 
Seite durch einen gegebenen Punkt gebt und einer gegebenen ge- 
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• • 

raden Linie gleich ist, und von welchem eine andere Seite einer 
der Lage nach gegebenen geraden Linie parallel ist. 

3. Ein gleichseitiges Dreieck, zu construircn , dessen Spitzen 
auf drei gegebenen concentrischen Kreislinien liegen. 

4. Eine gerade Linie AB von bestimmter Länge sei in den 
Punkte C auf beliebige Weise in zwei Tbeile AC und HC ge- 
theilt, und durch den Funkt // sei auf /// ein Perpendikel von 
unbestimmter Länge errichtet. Man soll in diesem Perpendikel 
einen Punkt D so bestimmen, dnss, wenn man die Linie AU zieht, 
diese Linie der Summe der beiden Linien BC und BD gleich ist. 



5. Wenn in einen Kreis ein gleichseitiges Dreieck ABC be- 
schrieben ist, und von der Spitze aus eine beliebige die Seite 
BC in D, die Kreislinie zum zweiten Male in E schneidende ge- 
rade Linie AE gezogen ist, so ist immer Jlie Summe der Linien 
BE und CE der Linie AE gleich. 

6. In der Ebene eines Vierecks ABCD einen Punkt O von 
solcher Lage anzugeben, duss die vier Produkte OA . BC. CD, 
OB .AD . CD, OC.AB . AD, OD .AB . BC einander gleich 
sind. 

7. Die Seite des in einen Kreis, dessen Halbmesser als Ein- 
heit angenommen wird, beschriebenen regulären Zehnecks in einen 
Kettenbruch entwickelt darzustellen. 

8. Wenn in einer Ebene zwei Linien /// und CD der Lage 
und Grösse nach gegeben sind, und eine Linie MA der Lage nach 
gegeben ist: in fieser Ebene einen Punkt 0 so zu bestimmen, 
dass, wenn man die Linien AO, BO und CO. DO zieht, welche 
die Linie MX in den Punkten A\ B' und (". /> sebneiden, die 
Linien A'B' und CD' auf der Linie MM in einem gegebenen 
Verhältnisse zu einander stehen. 

9. Wenn AB, ÄB' S A V B" drei einander parallele gerade 
Linien in derselben Ebene sind, so liegen der Durcbschnittspunkt 
der Linien AA* und BB', der Durcbschnittspunkt der Linien AA* 
und- BB", der Durchscbmttspunkt der Linien A'A" und B'ß* 
jederzeit in derselben geraden Linie. 

10. Eine gerade Linie schneide die Seiten AB, AC eines 
Dreiecks ABC in />, / die Verlängerung der dritten Seite BC 
über C hinaus in / Man soll eine Formel entwickeln, mittelst 
welcher aus den drei gegebenen Seiten AB. AC, BC des Drei- 
ecks ABC, aus den Linien CE und CF die Linie BD berechnet 
werden kann. 

11. Durch gerade Linien, welche den vier Seiten eines gege- 
benen Viereck» ABCD parallel und von denselben sänimtlich gleich 
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weit entfernt sind, soll man ein innerhalb des gegebeneu Vierecks 
jäRCD liegendes Viereck A H f /) bestimmen, dessen Flächen- 
inhalt zu dem Flächeninhalte des gegebenen Vierecks in einem ge- 
gebenen Verbältnisse steht. 

% 

12. Wenn man aus einem Punkte A »in dem Umfange eines 
Kreises als Mittelpunkt eine zweit den Umfang des ersten Keises 
in den Punkten //> C schneidende Kreislinie beschreiht, und dann 
einen beliebigen Durchmesser dieser letzteren Kreislinie zieht, wel- 
cher die gemeinsebaftliche Sehne BC beider Kreise in Z>, die 
zweite Kreislinie in E y die erste Kreislinie in F schneidet, so ist 
i nimm er AD : AE=AE'\ AF. 

13. Eine abgestumpfte Pyramide mit zwei einander parallelen 
Grundflächen durch eine diesen beiden Grundflächen parallele Kbene 
so zu tbeilen, dass die beiden Theile in einem gegebenen Verhält- 
nisse zu einander stehen. 



• 



MisceUen. 

i 

: v 

In Nr. 442. der astronomischen Nachrichten hat Herr Th. Clau- 
sen das Integral 

zu welchem Legendrc in dem Traite* des fonetions elliptiques. 
Chap. XXVI. Nr. 136. auf einem ziemlich weitläufigen Wege ge- 
langt, auf folgende einfache Weise entwickelt. 

t ^ t Iii 4.1 II ... 



X 

so wird 



y- 1 *~-i/yznr *»— 



, __y x -3y 3 -+-2 
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=*• (P^=Tji — r*" 

und 

v 

</x i — — 2 //y 

<*V • y* dy 

, y — 1 dy 

Addirt man diese drei Gleichungen, so findet man: 

</s ih 6ydy 

folglich ist: 

y<*y 



*/(y* 



1 , l-f-*l/3 1 r, I A 1 , 

= mTä lo & n TT^vTj + 18 Arctan S T* + 18 ArctaD & s* * 

oder, w6dd man für *, ihre Wertbe substituirt und die Bö- 

gen summirt: 

/ ydy 
(y' -f. 8)V/^T=1 

_ i , o Ky'-f-yTT+^y-i »V/s 



Druckfebler. 



Auf der letzten Seite des 16ten Bogens muss die Pagina 256 statt 356 
heissen. 



Digitized by Google 



XL. 

Ueber die Berechnung der Parallaxen. 

•• . 

' : * % Von 

I 

dem Herausgeber. 



§. 1. 

Die Formeln zur Berechnung der Parallaxen sind in jeder Be- 
ziehung, natürlich aber vorzüglich für die Astronomie, von so 
grosser Wichtigkeit, dass es sich wohl der Mühe lohnt, dieselben 
m dieser Zeitschrift einmal vollständig im Zusammenhange zu ent- 
wickeln, wobei ich zugleich beabsichtige, bei dieser Gelegenheit 
einige, so viel ich weiss, noch nicht bekannte Formeln zur Sprache 
zu bringen. Auch hoffe ich, dass die Entwickelung sich insbeson- 
dere durch ihre Allgemeinheit zu empfehlen geeignet sein wird. 

Durch den Mittelpunkt C der Erde, welche wir hier als ein 
durch Umdrehung einer Ellipse um ihre kleine Axe entstandenes 
Sphäroid betrachten, und einen beliebigen Punkt O auf ihrer Ober- 
fläche denke man sich zwei beliebige einander parallele rechtwink- 
lige Coordinatensystetne gelegt, und nehme in diesen beiden Syste- 
men, wie man in der analytischen Geometrie bei parallelen Coordi- 
natensystemen bekanntlich inimer zu thun pflegt, die positiven 
Theile jeder zwei gleichnamigen Axen von den entsprechenden An- 
fangspunkten an nach denselben Seiten hin. Sind //, x 
die Coordinaten eines Weltkörpers in Bezuc^ auf das System, des- 
sen Anfangspunkt der Mittelpunkt C der Erde ist, und sc\ i/ 9 %' 
die Coordinaten dieses Weltkörpers in Bezng auf das System, des- 
sen Anfangspunkt der Punkt O auf der Oberfläche der Erde ist, 
in demselben Zeitmomente, so heissen jederzeit ar f y, % die wah- 
ren, dagegen ac\ ij, »' die scheinbaren Coordinaten dieses 
Weltkörpers in dem in Rede stehenden Zeifnioinenre. Sind nun 
«r, 6, c die Coordinaten des Punktes 0 auf der Oberfläche der 
Erde in Bezog auf das System, dessen Anfangspunkt der Mittel- 
C der Erde ist, so hat man nach der aus der analytischen Geome- 

TbeüIII. , 22 
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trie bekannten Theorie der Coordinatenverwandlung zwischen den 
Grössen a> l>, c\ sc y y, *; at\ y* 9 %' die folgenden ganz allgemein 
gültigen Gleichungen: 

1) & = a ~-\- a/, y = b-\-t/ i x = c 

Jetzt wollen wir uns durch den Mittelpunkt C der Erde noch ein 
neues rechtwinkliges Coordinatensystem der XYZ gelegt denken, 
und wollen zugleich, was offenbar verstattet ist, Folgendes anneh- 
men. Die positiven Theile der Axen der oc und X sollen mit 
einander zusammenfallen. Ferner sollen die positiven Theile der 
Axen der y und V so angenommen werden, dass der von densel- 
ben eingeschlossene, ISO" nicht übersteigende Winkel, welcher 
' durch 0 bezeichnet werden mag, nicht grösser als 90° ist, und 
dass der positive Thcil der Axe der y auf der positiven Seite der 
Ebene der X Y liegt. Endlich sollen die positiven Theile der 
Axen der % und X auf einer und derselben Seite der Ebene der 
./'// oder auch der Ebene der XY liegen. Dies vorausgesetzt, hat 
man, wenn /. .)/, V die Coordinaten des Punktes O in Bezug 
auf das System der XYZ bezeichnen, nach den allgemeinen For- 
meln der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten die folgen- 
den Gleichungen: 

a = //, 

b = M cos 0 X cos (90° — 0), 
c = M cos (90° -f- 0) -f- N cos 0; 

d. i. , 

■ 

!« = Z, 
b=.M cos 0-r-iV sin 0, 
c= — M sin 0-h^cos 0. 

Folglich ist nach 1) 

( a: = L -f- x\ - 

3) ]y=it# COS sin.0-r-yV 

(* = — il/sin 0 + JVcos 0 + *'. v 

Nun wollen wir zu polaren Coordinaten übergehen, von denen 
bekanntlich in der Astronomie vorzugsweise Gebrauch gemacht 
wird. Zu dem Ende bezeichnen wir der Kürze wegen den in Rede 
stehenden Weltkörper durch \\\ die Projectionen der Linien C\S 
und 0 W auf den Ebenen der xy und x'y respective durch CP 
und OP\ Die von CP und OP' mit den positiven Theiien der 
Axen der a: und sc' eingeschlossenen Winkel, indem man diese 
Winkel von den positiven Theiien der Axen der a: und ac? m 
durch die von den positiven Theiien der Axen der v und y. nnd 
der Axen der und //' eingeschlossenen rechten Winkel hindurch 
immer nach einer Richtung hin von 0 bis 360° zählt, seien i 
und V. Die 90° nicht übersteigenden Winkel, unter denen die 
Linien CW und 0 W gegen die Ebenen der aey und .v'y' geneigt 
sind, indem man diese Winkel als positiv oder negativ betrachtet, 
jenachdem die Linien CM 7 uod O M aut den positiven oder nega- 
tiven Seiten der Ebenen der aey und «y liegen, seien ß und p. 
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Bezeichnen nun q und q' die Entfernungen CW und OW des 
Weltkörpers W von dem Mittelpunkte C der Erde und dem Orte 
0 auf ihrer Oberfläche ; so hat man offenbar die folgenden ganz 
allgemein gültigen Ausdrücke: 

!ar = 0 cos A cos ft 
y = Q sin X cos /?, 
*=^C »in ß 

und 

^ = 0' cos V cos /P, 

5) < = 0' sin V cos ß\ 

( x' = q' sin f\ 

ood es ist folglich nach 3) 

tq cos A cos ß==L~+-Q' cos X' cos /?', 

6) |o sin X cos ß = üf cos 0 -h jV sin 0-f-o' sin A' cos 

( q sin ß = — M sin 0 + ^ cos 0 + 0' sin /?'. 

Ist aber CQ die Projection der Linie CO auf der Ebene der 
A I. und A der von CQ mit dem positiven Theile der Axe der 
X oder a: eingeschlossene Winkel indem man diesen Winkel von 
dem positiven Theile der Axe der X oder x an durch den von 
den positiven Thcilen der Axen der X und Y eingeschlossenen 
rechten Winkel hindurch immer nach einer Richtung hin von 0 
bis 360° zählt, 9 der 90° nicht übersteigende Winkel, unter wel- 
chem die Linie CO gegen die Ebene der XY geneigt ist, indem 
man diesen Winkel als positiv oder negativ betrachtet, jenachdem 
die Linie CO auf der positiven oder negativen Seite der Ebene 
der XY liegt; so ist auf ganz ähnliche Art wie vorher, wenn wir 
den Erdhalbmesser CO = r setzen: 4 

iLz=.r cos A cos 9, 

, 7) jiV=r sin A cos 9, 

\M = r sin 9; , 

und folglich nach 6) 

0 cos X cos ß r= r cos A cos y + p' cos X' cos ß* , 
0 sin X cos ß=z r sin ^ cos 0 cos 9 + r sin 0 sin 9 

8) { ' * • H-o' sin X' cos 
0 sin ß=z — r sin -4 sin 0 cos 94-r cos 0 sin 9 

-+-0' sin ^; 
oder 

0' cos X' cos ß' = Q cos A cos 0 — r cos -4 cos 9, 
\q' sin A' cos ß' = q sin A cos /9 — r sin -^f cos 0 cos 9 

9) { — r sin 0 sin 9, 

* 0' sin ß'z=Q sin /$-Hr sin A sin 0 cos 9 

— r cos 0 sin 9. 
22* 



Digitized by GooqI 



340 

Dividirt man die zweite und dritte der Gleichungen 9) durch die 
erste Gleichung in diesem Systeme, so erhält man 

! * ( q sin X cos ß — r(sin 8 sin y-f-cos 8 sin A cos y) 
P ~"~ q cos A cos — r cos ^ cos y 9 

Ä , cos iL' Ig sin — r(cos 8 sin y — sin 8 sin >4 cos y)| 
° " g cos A cos /S — r cos A cos y ' 

oder, wenn 

11) sin tt = — 

gesetzt wird, 

Iii siq X cos ß — sin 7r(sin 8 sin y -f- cos 8 sin A cos qr) 
B cos A cos /J — ^sin rc cos A cos y ' 

cos A')sin — sin 7r(cos 8 sin y — sin 8 s in ^ cos q)\ 
tang p cos j toj , ^ — — ^ cos ^ 

Auf ganz ähnliche Art erhält man aus den Gleichungen $) 

- q' sin cos r(sin 8 sin y-f-cos 8 sin /I cos y) 

o g' cos cos ß" -+- r cos A cos 9 * 



13) 



P cos A{(>' sin ft'-i-r(cos 8 sin y — sin 8 sin A cos y)( 
tang p — ^ cqs cQs ß' _^_ r cos ^ cos ^ » 



oder, wenn 



14) sin n' = ±r 

9 



15) 



gesetzt wird, 

» sin X' cos ft' -f- sin yr'fsin 8 sin y -f- co s 8 sin ^ cos y) 

» cos 1' cos ß' -f- sin cos .4 cos y 1 

^ _ cos Ajsin {S -f-sin 7r'(cos 8 sin y — sin 8 sin cos y)| 
» " cos A' cos /S' -f- sin cos cos y 

Zwischen den Grössen X, ß, q und X\ ß\ q' hat man nach dem 
Obigen die Gleichung 

16) r cos A cos g> = Q cos X cos /S — 0' cos V cos p*; 

und daher zwischen X, ß, n und V , ß\ n* die Gleichung: 
i» v - cos X cos ß cos i.' cos 8' 

17) COS COS <3p= : : -—. 

J * sin 71 sin 71 

Auch ergiebt sich aus den Gleichungen 8), wenn man dieselben 
quadrirt und dann zu einander addirt, leicht 

18) Q 2 =zr 2 -\-Q' 2 -f-2ro'/ cos X' cos ß' cos A cos y 

r-sin V cos ß'(s\n 0 sin y 

■4- sin A cos 0 cos <p) 

-f-sin /?'(cos 0 sin y 

— sin sin 0 cos 5p) 

und auf ganz ähnliche Art ergiebt sich aus den Gleichungen 9) 
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19) q' % = r a -f- p a — 2rg[ cos X cos ß cos A cos y 

[-sin A cos /?(sin 0 sin y 

+ sin ^4 cos 0 cos y)}. 
4- sin /?(cos 0 sin y 

' — sin A sin 0 cos y) 

Berechnet man den Hülfswinkel rp mittelst der Formel 

20) tang fp = ain A cot y, 

so ist 

. ^ . . - sin y sin 
l sin 0 sin y-r- sin A cos 0 cos y = ^—zzrT, — > 

21) { ' ™ . 
1 ^ . . - . ^ sin y cos (S v) 
cos 0 sin y— sin ^ sin 0 cos y = 21 1 



cos \fj 



* • . 



und folglich 

22) o a =r* -f-^«4-2ro'lcos Ä/ cos cos u4 cos y 



sin y r . 

cos ip 



[sin cos (0 + \p) 

sin X 1 cos ß' sin (0 H- tp)\ 



uod 



23) o' 1 = r a -f- o* — 2ro i cos A cos 0 cos A cos y 



I 



sin y r _. 

cos ^ 



[sin ß cos (0 -f- q) 
4- sin Ä cos ß sin (0 4- V)l 



Setzt man nun noch 

jtang ? = sin X cot ß, , 
j )tang g^sin A' cot jF; 

so wird 

25) o a =r a -ho'»-r-2ro'|cos X' cos cos A cos y 



• • • > 



i sin p sin y cos (9^-^ — 0 » 

cos yj cos £' 



uod 



26) o'» =r*-f-o a — 2r$(cos 31 cos ß cos -df cos y 



sin /S sin y co s (9-f-y> — £) , 
• ■ - • 

. cos xp cos £ 



Weil, da r, o, o' die drei Seiten eines Dreiecks sind, immer 

r-f-o>o' 5 r + ?'>? 

ist, so ist der absolute Werth von q — q' immer kleiner als r, und 
also auch immer kleiner als q. Weil nun 
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- - 

ist, so ist nach dem Binomischen Lehrsätze 



JL = £- + JL.Llj! 

?' Q Q (t 



und weil nach dem Vorhergehenden der absolute Werth 

s..t=Ji 

immer kleiner als (—)*, diese Grösse aber in Bezug auf die jeder. 

zeit äusserst kleine Grösse — von der zweiten Ordnung ist, so 

Q > 

ff 

sind die Grössen — und —7 oder sin u und sin n' immer nur sehr 

? 9 

wenig von einander verschieden, und man kann also näherungs- 
weise 

-^7 = — oder sin Tr'snsin n, 

also nach 15) näherungsweise 

I. sin >.' cos /?* f- sin 7r(sin 0 sin g> -f- cos 0 sin cos 9) 
tan g> -r- j cos >l' cos -4- sin 7i cos ^df cos 9» 1 

I tarnt 8 = cos x \ s ' m ^H-sin tt(cqs 0 sin y — sin O sin ^ cos y)( 
( o " cos A' cos /J'-f-sin « cos ^ cos <p 

setzen. 

A und ß heissen die wahren, V und ß die scheinbaren po- 
laren Coordinaten des Weltkörpers W 9 und durch die im Vorher- 
gehenden entwickelten Formeln können immer sowohl die ersteren 
aus den letzteren, als auch die letzteren aus den ersteren gefunden 
werden. Die Differenzen X — V und ß — ß' heissen die Parall- 
axen des Weltkörpers W in Bezug auf die durch X und ß oder 
X' und ß' bezeichneten wahren oder scheinbaren Coordinaten, na- 
türlich für die Zeit, welcher diese wahren und scheinbaren polaren 
Coordinaten entsprechen. 

Mittelst der im Vorhergehenden entwickelten ganz allgemeinen 
Formeln wollen wir nun die verschiedenen in der Astronomie bei 
der Parallaxenrechnung vorkommenden speciellen Aufgaben auflö- 
sen, indem wir nur noch bemerken, dass zur Berechnung der so- 

Senannten geocentriscben Breite eines Orts O auf der Oberfläche 
er Erde und des nach demselben gezogenen Erdhalbmessers r 
aus der Polhöhe dieses Orts und den beiden Halbaxen der Erde 
schon im ersten Theile des Archivs S. 177. bei einer andern Ge- 
legenheit die nöthige Anleitung ertheilt worden ist, worauf wir 
daher der Kürze wegen hier bloss verweisen wollen. 



§. 3. 

Aufgabe. Aus der wahren Ree tascensi on und Dccli 
nation a, ö die scheinbare Rectusccnsion und Decli 
natioo <*', J zu finden. 
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Auflösung. Wir lassen die Systeme der xy% und XYZ mit 
einander zusammenfallen, wo dann offenbar 0=0 ist. Ferner nehmen 
wir als Ebene der jcy die Ebene des Aequators an, lassen den positiven 
Tbeil der Axe der a: von dem Mittelpunkte der Erde aus durch den 
Anfangspunkt des Widders oder den Frühlingspunkt, den positiven 
Tbeil der Axe der y von dem Mittelpunkte der Erde aus durch den 
neunzigsten Grad der Rectascensionen, und den positiven Theil der 
Axe der % von dem Mittelpunkte der Erde aus durch den Nordpol 
des Aequators gehen. Unter diesen Voraussetzungen ist im Obigen 
offenbar X = a, ß = d; X' = a' 9 = der Winkel y ist die so- 
genannte geocentrische Breite des Orts O auf der Oberfläche der 
Erde, und A ist die sogenannte Rectascension der Mitte des Him- 
mels, welche man erhält, wenn man die Sternzeit des Orts 0, der 
die wahren und scheinbaren Rectascensionen und Dcclinationen 
a, S und a', 6' entsprechen, auf bekannte Weise in einen Bogen 
verwandelt. Hiernach ergeben sich nun aus 12J unmittelbar die 
Formeln 



! f _ _ sin a cos cf— sin n sin A cos y 
D & a cos a cos d — sin 7i cos A cos y' 
cos ajs'm d — sin n sin qr) 
» cos « cos d — sin n cos A cos y* 

welche die vollständige Auflösung unserer Aufgabe enthalten. 

Man kann aber diese Formeln auf mehrere Arten umgestalten, 
von denen wir hier nur auf die folgenden aufmerksam machen 
wollen. • 

Weil nämlich, wie man leicht findet, 

sin a(cos a cos S — sin n cos A cos y) — cos a(sin a cos 6 

— sin TT sin A cos y) 
= sin TT cos y sin (A — et), 

cos a(cos a cos d — sin n cos A cos y) sin «(sin a cos S 

— sin n sin A cos y) 

> * - * 

= cos 6*— sin 7r cos y cos (A — «) 

und 

sin A(co* a cos cf — sin n cos A cos y) — cos -^(sin et cos ö 

— sin n sin A cos y) 

= cos 3 sin {A — a), 
cos A(cq* a cos c? — sin n cos A cos y) -h sin -^(sin a cos c? 

— sin it sin -4 cos y) 
= cos 6 cos (A — a) — sin 7* cos y 

ist; so ist, wenn man jede dieser Gleichungen durch 

cos et cos 6 — sin n cos A cos y 

dividirt, nach der ersten der beiden Gleichungen 28) 
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, tin n cos <p sin (A — «) 

sin a-cos a tang a = cos „ cos JZ^ n C08 A cos y , 

cos cf — sin s 7r cos qr> cos — ei) 



cos «-J-sin « tang a' 



und 



cos a cos tf — sin 71 cos cos (p. 



A * . , cos <f sin (A — a) 
sin A — cos A tang a = rr — : — , 

8 cos et cos tf— sin n cos A cos cp 1 

^ . . - . . cos d cos {4 — et) — sin n cos cp 

cos ^-l-sin A tang «' = — ^ z. - 

B cosa cos d— sin 7* cos A cos 9 

Also ist, wie sogleich in die Augen fallen wird, 



29) 



(sin (a — a') 



cos et sin n cos'qp sin (A — et) 

cos et cos cf — sin n cos .4 cos er' 

• * w 



und 

1 



30) 



) / - cos a cos cf— sin 71 cos a> cos (,4 — a) 

fcos (a — a') = J r : 2 ^ ü 

• v y cos a cos cf— sin n cos A cos cjp 



, A cos e/ cos cf sin — et) 

sin — a) = z = 1 r~— , 

/ cos et cos 0 — sin n cos A cos g> 



, ^ cos «'{cos cf cos (A — «) — sin 71 cos 

' ' cos « cos cf — sin 7* cos A cos 9 

1 * .1. . . * 

Aus diesen Forme^ ergiebt sich aber auf der Stelle 4 

z n sin n cos et sin (A — et) 

,tang (a — a') z=z r : * 1 _J 

| J cos cf— sin n cos cjp cos (A — «)' 



31) 



B v ' cos cf cos (^ — «) — sin 7 



71 cos y> 



Weil ferner nach der zweiten der Gleichungen 28) 



cos et 



tang cT 



cos et cos cf— sin n cos A cos y> sin cf — sin n sin 9 

ist, so lassen sich die Gleichungen 29) und 30) auch unter der 
folgenden Form darstellen: 



32) 



/ ,v sin 71 cos a> sin — et) 

sin (a — a') = — : — -j — ^ '- tan* d' 

v 7 sin cf— sin 7i sm 9 UD » °» 



cos (a — tV) = 



cos cf— sin 7i cos 



7> c 



(A-et) 



und 



sin cf— sin 7* sin <p 



tang (T 



« 

1 * t\ c °s o* sin (A — et) 

im — «') = - — r-i — tanir 6\ 

x ' sin a — sin n sin y> 0 > 

fco. - qQ = cos J COä y -.«) - sin » co8 g t8n ,. 

[ v 7 sm (f— sin 7i sin ep "* u o u * 

Verbindet man die ersten Gleichungen in diesen beiden Systemen 
durch Addition und Subtraction mit einander, und bemerkt, dass 
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sio (u — a')H-sin (A — a') = 2sin \±(A-i-a) — cs'j cos {(A — a), 
sin (a — a') — sin (A— a') = -2cos |}(^ + a)— sin iM — a) 

ist; so erhält man 

• 2sin + «) — «') cos 4(^ — a) 

cos cf-f-sin it cos <p . / . . 
= sin <T- sin n sin , 810 (^-«> ten & *• 

2cos U(^ + a) — a'| sin — a) 

cos d — sin n cos & . , * > 

= -: ~z : : 81U {A — a) tBUg 0 . 

sm <f — sin n sin y v ' ° > 

also, weil 

sin (^f — a) = 2sin ^~") cos iW — «) 

ist, 

(1/ . , v cos cf -l- sin n cos 9) . - . . ~, 

sm {(^f-ha) — a' = - — p . = — 21 sinif^f— a) tang <f, 

<ax ■ 7 »sin d — sin n sin u) 2V ' ° ■ 

Iis ^ ,. \ » cos ^ — s '0 71 COS ff> . v », 

-|-a) — a'l = - — 5 : : — - cos l(A—a) tang o\ 
2V f 1 sin d — sin 7i sm 9 av ' ö 1 

folglich durch Division 

Ganz dieselben Gleichungen erhält man auch, wenn man die zwei- 
ten Gleichungen in den beiden Systemen 32) und 33) durch Addi- 
tion und Subtraction mit einander verbindet. 

Hat man mittelst der Formel 35) die scheinbare Rectascension 
a' gefunden, so ergiebt sich die scheinbare Declination 6' mittelst 
einer der beiden folgenden unmittelbar aus 34) fliessenden For- 
meln: 



34) 



36) 



sin \l(A-t-a) — a '\ sin sin n sin q> 
tangd— sm^A — «) * cos tf-f-sin n cos <p' 

tanir J>__ cos \^(A^-a) — a\ sin d— sin tt sin y 
an ° cos \{A — a) " cos d — sin n cos <p* 



Wenn man die Gleichungen 34) quadrirt und dann zu einander 
addirt, so erhält man ohne Schwierigkeit , 

*!'.•'«.''.' * <i \ ■ . •. i 

. ■ • • < • r » i ■ • . < . . III 

i , # 
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• i 



S 

II 
If 



t - 



• ? 
/ ■ 



■ • 



o 
o 



B 
a 

o 
© 

«0 

«3 



5' 



I 

s 



I 

p 



V) 

5" 



0» 

5' 

i* 



i 
i 



wo sich nun nocb fragt, welches Zeichen man zn nehmen bat. 
Um hierüber zu völliger Gewissheit zu kommen, müssen wir auf 
die Gleichungen 9) zurückgehen, welche im vorliegenden Falle die 
folgende Gestalt: 

So' cos a' cos &=q cos « cos d-r cos A cos % 

q' sin a' cos ö' — q sin « cos o* — r sin cos y, 

o f sin <T = e sin £ — r sin y; 

oder die Gestalt 



Digitized by Co 



347 

cos a' cos & = cos a cos d — sio n cos A cos y, 



38) {— sin a' cos J' = siu a cos d — sin n sin A cos y, 
-2- sin J'=sin b* — sin ft sin (p 

erhalten. Aus der dritten dieser Gleichungen erhellet, dass die 
Grössen 

siu ff — sin n sin <p und sin 9 

immer gleiche Vorzeichen haben; und da nun, weil ö*, absolut ge- 
nommen, nie 90° übersteigt, sin <f und tang & jederzeit gleiche 
Vorzeichen haben, so haben auch 

sin S — sin tv sin $p und tang & 

• 

immer gleiche Vorzeichen, woraus sich ergiebt, dass in der oben 
für tang 6' gefundenen Formel immer das obere Vorzeichen ge- 
nommen, also 
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II 



O 

o 



OB 

P 

a 

o 

c 
w 



Vi 

5 

Ml« 

I 



c 

US 

I 

r 

a 

o 
o 
u 



0» 

5* 

I 

2. 
5* 

a 

vt 

3" 



o 
o 

{0 



I 



gesetzt werden muss. 

Hierbei bemerken wir zugleich, dass bei allen obigen Formeln 
noch eine besondere Beurtheilung nöthig ist, in welchem Quadran- 
ten man sich die gesuchte scheinbare Rectascension et', welche be- 
kanntlich immer positiv ist, aber bis 360° wachsen kann, endigen 
lassen muss, und es ist sehr wichtig, im Besitz bestimmter Regeln 
zu sein, nach denen man diese Beurtheilung in allen Fällen mit 
-völliger Sicherheit anstellen kann. In dieser Beziehung bemerken 
wir daher zuvörderst, dass. wegen der beiden ersten Gleichungen 
in 38) jederzeit 

cos a' cos 8* mit cos « cos 8 — sin n cos A cos «p, 

sin a* cos 8' mit sin o cos d — sin n sin A cos 
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also, weil cos & stets positiv ist. jederzeit 

cos a! mit cos a cos o* — sin n cos A cos $>, 

sin «' mit sin « cos c? — sin n sin cos <p 

gleiches Vorzeichen bat Also endigt sich a' im ersten, zweiten, 
dritten oder vierten Quadrenten, jenachdem von den beiden be- 
konnten Grössen 

* i ' 9 

cos a cos S — sin n cos ^ cos gp, 
sin a cos <J — sin n sin cos g> 

die erste positiv nnd die zweite positiv, die erste negativ und die 
zweite positiv, die erste negativ und die zweite negativ, die erste 
positiv und die zweite negativ ist, mittelst welcher Regeln also die 
verlangte Beurtbeilung immer sicher angestellt werden kann. 

Berechnet man nun u' und 6' z. B. mittelst der Formeln 28), 
nämlich mittelst der Formeln ... ■ 

'» j • « ■*« •» • i 

, sin a cos d — sin n sin A cos g> 

tanir af = : 

ö cos a cos d — sin n cos A cosgr 



tang & = 



cos a (sin d — sin ti sin q) 



cos a cos d — süi 7» cos A cos y' 



so muss sich a' im ersten, zweiten, dritten oder vierten Quadran- 
ten endigen, jenachdem in Bezug auf den der Grösse tang a' 
gleichen Bruch der Nenner positiv und der Zähler positiv, der 
Kenner negativ und der Zähler positiv, der Nenner negativ und 
der Zähler negativ, der Nenner positiv und der Ziihler negativ ist. 
Der Ausdruck für tang c* lässt keinen Zweifel über die Art und 
Weise, wie o% welches, absolut genommen, nie 90° übersteigt, zu 
nehmen ist, zu. 

Berechnet man af und & mittelst der beiden aus 28) und 31) 
fliessenden Formeln 

sin n cos y sin (A — a) 
tang (« — a) = cos ö __ sia n t . os ^ cos 

», cos tt (sin d — sin n sin y) 
D & cos a cos d— sin n cos 4 cos 9 . 

oder « . . 

. * n cos d sin (A — a) 

tang (A - a ) =t cos j cos ^ _ c) _ sin „ cos y . .. ■ 

cos a (sin d — sin n sin er) 

tansr <F = ^ ■. 3--^ — ; 

0 cos tt cos d — sin n cos A cos a> • ] 

so bat man zu bemerken, dass die beiden Wertbe, welche a' haben 
kann, immer von der Form «' und a'-+-l80° sind, wo a' nicht 
grösser als 180° sein soll. Diesen beiden Wertlien von a' ent- 
sprechen nun nach der zweiten Formel der beiden obigen Systeme von 
Formeln immer entgegengesetzte Wertlie von tang j\ und da man, 
weil bekanntlich tang 6' immer einerlei Vorzeichen mit sin d — sin?r 
sin ?> hat, das Vorzeichen von tang & kennt, so lässt sich offenbar 
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auch immer ohne Schwierigkeit sicher beurtheilen, welchen der 
beiden Werthe von a! man zu nehmen hat. 

Auf ganz ähnliche Art hat man sich zu verhalten, wenn man 
a! und <P mittelst eines der beiden folgenden aus dem Obigen be- 
kannten Systeme von Formeln berechnet: 

tan g \\(A -f- a) — a! = tang — a) - - , . r , 

° f 1V ' 1 » »\ I €0 s cf — sin 71 cos 9 

^, sin \\ (A-+- a) — a'\ sin d — sin n sin <p 

P sin — o) * cos (f-f-sin 7i cos g> 

oder 

i./j , v ,| * * cos <f-f-sin it cos <p 

tang U(Jf-|-a) — a' =tang iljf — a) , . 

° 7 ? ¥ 2V y cos a — sin n cos 9 

cos Mjjj^g) — <*M sin <f — sin n sin qp 

* """" cos \{A — a) * cos cf — sin n cos g>* 

Diese beiden letzten Systeme von Formeln sind, so viel ich weiss, 
bis jetzt noch nicht bekannt gewesen. 

Sich die Rechnung nach den obigen Formeln durch die Ein- 
führung von Hülfswinkeln zu erleichtern , hat nicht die mindeste 
Schwierigkeit, und wir wollen dies daher auch nur beispielshslber 
an den letzten Formeln erläutern. 

Setzt man nämlich 

E/ vv sin n cos q> «, sin n sin <p 

40) tong X *= tot d T , t«Dg S= 5in<f y ; 



> 1 



so hat man zur Berechnung von a' die Formeln 

41) tang tH^-htt) — « / j=tang {(A — a) tang (45° -f-j) 
oder 

42) tang \\(A-t-a) — a'\ =tang \(A — a) cot (45* — X )\ 
und zur Berechnung von 3' hat man die Formeln 



43) 
oder auch 



44) 



tang <f = tang 



sin 






cos x sin (45° — {) 


cos 


sin \{A — a) 
\\{A + ct)- 


• 


cos 1 sin (45° -4-/)' 
cos x sin (45° — |) 




cos ${A — a) 


• 


cos £ sin (45° — 


sin 


\\(A + a)- 




cos jjf cos (45° -f- £ ) 


cos 


sin \{A — a) 


• 


cos f cos (45° — j^)' 
cos x cos (45° 1) 




cos \{A — c) 


m 


cos £ cos (45° -+-/)' 



Aus den beiden ersten Gleichungen in 32) und 33) erhält 
man leicht 



45) 



* sin (« — «') 1 sin cf v 
^ * =sin ( sinn cos <r - tM « 

«. sin (<4 — o') ft sin n sin qc\ 
tBD K <y = sia(J-«) ( t8D & ' SIT*)« 
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und wenn man die erste Gleichung in 32) durch die erste Gleichung 

in 33) dividirt; so ergiebt sich 

lfi\ sin (a — a) sin n cos y 

4t> ) sin (A — a) ' cos <f 

oder 

A7\ «• (J n>\ cos cf sin (cc c') 
47)sin(^-a) = sin „ cos 9 . 

Die zweite der Gleichungen 45) kann man auch unter der Form 

. "i 

>__ sin (A-a) ^ sin n sin y 
teB & J = sinM~«') **** * H ^TT^ 

schreiben, und weil min 

tnng 3 = tang H- ^*"? 

.... • 

ist, so ist 

. Ä * , sin (<f— cT ) sin M — c) ^ sin n sin y 

tan « ^costf cos?— sin (A — a') ton £ * + cos cf • 

also »' : 

■ •> 

sin {A — er') — sin (A — et) sin n sin y sin (<f — cP) 

sin(^f — a) tang d — cos d C os cf cos cf" 

J ; * • ; / 

o. i. 

* 

2sin K« — <Q cos M — -+.«')! sin n sin y sin (cf- tf) 

sin (j_ a ) tan S 0 — cos cf cos cf cos <f 

' ♦ * . . • 

Nach 47) ist aber 

sin — _ sin 7t cos y 

sin (.dt — a) *~" 2cos cf cos i(a — «')' 

• ■ . — ..■ . . • 

und folglich nach dem Vorhergehenden 

sin n cos y cofc — Ka-+.g)\ ^ sin n sin y sin (cf — cT) 

cos cf cos £(« — «') £ cos cf cos cf cos d" 

ilio 

sin (6— tf) = sin n sin y cos 9 

sin 7» co s y sin cf cos \A — K g -r-°OI 

. , TT • 

cos Ma — a) 

Setzt man nun 

48)cott = cot y cosM-j( ; ,+«01 

' * COS $(« — «) ,! 

so wird 

49)sin((f-d-)== s -^^^sm(C-J% ' " 
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oder, wenn wir der Kürze wegen 

WM sin n sin g» 
50 ) fl = shTc 

setzen, 

51) sin (ö*- <?') = /* sin (£-cT). 

Nun ist aber 

also * ' » 1 f 



# • * ■ 



BiD (J — ^) = /l »[8in tos (<T-*) + C08 (t-4) siu (J-J-Jj, 

und folglich 

Setzt man 

sin« cosy 
' cos <f 

so ist nach 31) 

KA\ /« — *sinU— «> 

54) tang (« ~ « ) = 2 * cos (4 _ a) - . 

Wenn man jetzt überhaupt die Gleichung 



tang u = — 



x sin v 



x cos f 



hat, und der absolute Werth von u nicht grösser als der vierte 
Theil der halben Peripherie ist; so ist nach einer aus der Analy- 
sis bekannten Reihe 

• • • 

_ ■ - 

m = tang u — itang u* H- -Jtang « 5 — ytang « 7 -f- . . . ., 
und folglich, weil 

' tang u = ac sin v{\ — a: cos v)~ l 

ist, 

ut=z oc sin v(\ — x cos t>)-i 
— \x x sin t>'(l — cos v)~ % 
-f- -^r 5 sin t/'(l — .r cos #)— 5 



i 



— -f-^ 7 s »n x cos t>)~ 7 

Ist nun der absolute Werth von a: cos v kleiner als die Einheit, 
so ist es verstattet, die sämmtlichen Potenzen von 1 — x cos » 
nach dem Binomischen Lehrsätze in Reihen zu entwickeln. Tbut 
man dies, und ordnet dann nach den Potenzen, von jt, so erhält 
man mittelst der aus der Trigonometrie bekannten Ausdrücke für 
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die Sinus der vielfachen Bogen ohne alle Schwierigkeit die fol- 
gende merkwürdige Reihe: 

x sin v x* sin 2v x* sin %v x* sin kv n 
• — I *» 2 3 ^ 4 

oder, wenn u in Secunden aasgedrückt sein soll, 



x sin v „ x 9 sin 2i> sin &v x* sin 4t; 
• ~~ sin 1" 2sin 1" Um 1" 4sin 1" » 

oder auch, wenn man nur einige wenige Anfangsglieder der Reihe 

berücksichtigt, ohne merklichen Fehler 

. -i • *i - , • . 

x sin v , x % sin 2v . x* sin 3t» , x* sin kv 

U = -*mT"*- L\ n r + sior + sin 4" 



Hiernach hat man unter der Voraussetzung, dass die absoluten 
Werthc von a — a' und o* — ö* nicht grösser als der vierte Theil 
der halben Peripherie, und die absoluten Werthe von k cos (A—a) 
und fi cos (C — kleiner als die Einheit sind, nach 54) und 52) 
die Formeln 

_ k sin *» sin 2(,*- C ) 

. . , *> sin 1{A - «> 

— ,4* BJ j» -\ , H> H 3sin r 

k* sin 4(^f — a) 



«... . • Ii 1 .» , *>•••'». •• » ; • . ( 

*IW » /usin(C-J) ju» sin2(C-<f) 
**y 0 - O — fiiQ r -t- ^ r 

■> 

f*' sin 3(C— <J) 

-.• • I*., • ..l «, -t- 1 Js | n r .«..•- 

(«) — i ) cv . < ^ sin Jj(C— d) 

4sin 1" I 



i f 



wo nach dem Obigen 

#tV li sin ar cos y sin g sin y 

^ *— cos <f > sin C 

ist, and C aus der Formel > ' J / ' 

58) cot f - cot y cos \ J + 
7 ■ cos $(a — «) 

bestimmt werden muss* 

Ist man berechtigt mit hinreichender Näherung bei den ersten 
Gliedern der Reihen 55) und 56) stehen zu bleiben, so erhält man 
Theü tu. 23 
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• tlU i 4 . iin 3f cos o> . , . ' 

~° = cos Jsio r 8,n ^-«)' 

59) { 

J A sin 77 sin </ . . •» 

oder auch näherungsweise 

/ 71 COS 9» - # 

Weil aber 

^ — |(a-4-a / ) = ^ — a-f-|(a — or*) 
ist, *o ist nach 58), wie man leicht findet, wenn mao 

cos \A — i(a-r-«Ot 
h . if ;=«os, (4— «) cos |(a — a') — sin — «) sin |(o — a 7 ) 
Wetzt, ' ^ *' 4 ' ■ <| *' , •'' , • * , 

cot t= cot gpjcos (A — a) — sin (Ä — a) tang \{a — a% 
also nach 59) \ "% . ( • ' 

(?—(?' — Sm 7 S j" - (cos d — sin 6* cot cp cos (-^ — a) 
sin l 

-f-sin d cot y sin {A — a) tang £(a •—£*') |, 

und folglich, weil das Güed 
— J • 

sin Ti sin^ ^ ^ gin ( ^_ a) tang £(«_«') 

x « 



sin 



offenbar in Bezug auf sin n tang ^(a— a 1 ) von der zweiten* Ordnung 
ist, näherungsweise ; 

ö — & =z 8m J* n y - |cos ö* — sin ö* cot y cos (^4 — «)}; 

also, wenn man den Hütfswinkel tj mittelst der Formel 

61) cot i? = cot 9 cos (-4 — o) 

berechnet, 

• /.av 1 & • • •! sin xr sin 4P . / 

62) Ö* — J' = - r—fr, S1D (17 — Ö). 

' sin n sm 1 y f» ■ „ 



. .1 



wir jetzt die folgenden Näherungsformeln 

/cot 17 = cot g> cos M-«), • 10h 

V . • sin 71 cos <p - . 

63) « - f* .?!$rtr3r r m M - •>» 

r-!»r> in: I «n, sin 1 . V' , ' 

■ < 



■S. f.: 

I 



öder auch 1 •*'»•' 



ti ■ " »1 
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cot 17 =± cot 9 cos {A — et), 
. n oos y . - . x 

W) ,a-«'=- Sr -S 8In (^-«), 

Die Voraussetzungen, unter denen die im Vorhergehenden für 
o — a' und S — cP gefundenen Ausdrücke nur gültig sind, haben 
wir oben angegeben. Will man sich also dieser Ausdrücke mit 
Sicherheit bedienen, so muss man sich jederzeit vorher überzeugt 
haben, dass die in Rede stehenden Voraussetzungen sämmtlich er- 
füllt sind. Vorzüglich scheint dann, wenn die wahre Rectascension 
a nahe 0 oder nahe 360° ist, Vorsicht nötbig zu sein, weil dann 
allerdings der absolute Werth von « — «' nicht nahe 0, sondern 
nahe 360° sein kann, was man also hei praktischen Anwendungen 
stets wohl zu beachten und zu berücksichtigen hat. 

Aufgabe. Aus der scheinbaren Rectascension und 
Declination «', <$'' die wahre Rectascension und Decli- 
nation et, 6 zu finden. 

Auflösung. Auf ganz ähnliche Art wie im vorigen Paragra- 
phen erhält man aus den Gleichungen 15) die Gleichungen 



65) 



sin a cos tT-f-sin sin A cos y 

. cos «(sin (T-f-sin ii sin y) 

aD £ cos a cos J -f-sin it cos ^4 cos y' 



* 

Da nun diese Gleichungen ans den Gleichungen 28) hervor- 
gehen, wenn man für a, 6\ a\ J'. tt respective er, ()', a, cT, — n 
setzt, so ist es sehr leicht, alle zur Auflösung der gegenwärtigen 
Aufgabe dienenden Formeln aus den im vorigen Paragraphen ent- 
wickelten Formeln durch einfache Substitutionen herzuleiten. Auf 
diese Weise erhält man aus 31) 



66) 



tan* (a — • a') = sin cos y sin (A — a') 
\ ■ ' ' cos cf -f-sin 71* cos y cos {A — «')' 

w x eos <T sin (/I — a) 

tang — a) = 



cos cT cos {A — a')-|-sin cos y 1 
nnd aus 35) und 36) ergiebt sich 

67) , ang M^-a^ZS+ZlZ; ~* 

nnd l «x-u*f> 9.t*j , . v> . , . 

I. tJ _ sin jj (^f -f. «') — «| sin tT-f-sin tt* sin y 
^ d3B l s/ni(I-«') a ' coscT-sin^cosy » 
tang 6= C0S l?*'*-»-«') — «i sin <T -f. sin tt" sin y 
* cos — «') * cos (f -f-s\n n' cos y* 

Auch die Rechnung nach diesen Formeln kann man sich leicht 
durch Einführung von Hülfswinkeln erleichtern. 

23° 



68) 



35* 



Aus 39) erhält mao 



'. » 



I 

II 



o 
o 
«1 

s 
I 

I 
s 



e 

I 



O 

+ 



rs 
o 



M 

O 

s 

I 



P 5 . 
( 

.. 

' ; '* "f* 



CO 

«— • 
S 

+ 

2. 
a 

* 

08 



Nack 37) ist ... 

o cos o cos o*=o' cos et' cos «P-|-r cos «4 cos y, 
^ sin a cos S = o' sin a' cos ^ + r *in ^ cos y, 
o sin ö* = o' sin <T + #- sin y; 



oder 
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4-cos a cos d= cos a' cob (P-f-sin «' cos ^ cos y, 
] -Jr sin a cos, ö*== sin a' cos d'-f-sin n' sin ^ cos 5p, 



sin J=sin o*H- sin sin 



Hieraus erhellet, dass 

cos a mit cos a' cos d'-j-sin 71' cos cos gp, 
sin a mit sin cos b*-+- sin ^ sin A cos g>, 
sin o*, und also auch tang S, mit sin o^H-sin sin 9 

jederzeit einerlei Vorzeichen hat. Also endigt sich a im ersten, 
zweiten, dritten oder vierten Quadranten, jenachdem von den bei- 
den Grössen 

cos a' cos ö"-t-sin cos A cos 9, 

sin a' cos J' + sin tf' sin A cos y 

die erste positiv und die zweite positiv, die erste negativ und die 
zweite positiv, die erste negativ und die zweite negativ, die erste 
positiv und die zweite negativ ist, wodurch' sich auf ganz ähnliche 
Art wie im vorigen Paragraphen immer leicht mit völliger Sicher- 
heit beurtheilen lässt, wie' man u zu nehmen hat. 
Aus 55) und 56) ergiebt sich r >f| 



; > - 1.» . 



und 



11 i;'t 
»» V 



•J -1. • • . ■ . 

* i i4tl.li .*>» .. 



wo 



2sin \" 




k> sin 3U - a') 


3sin r 




k* sin k{A — a') 


4sin 1" 




• •••••• 


• • 


H* sin 2(C— 




2sin 1" 




fi* sin 3(C — 


<T) 


3sin 1" 




sin 4(C — 




4sin r 



ist, and f mittelst der Formel 

731 cot r— COt y c ° 8 
bestimmt werden muss. 
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Die so eben entwickelten Ausdrücke von a' — a und 6' — 6 

setzen voraus, dass die absoluten Werthe dieser Differenzen den 
vierten Tlie.il der halben Peripherie nicht übersteigen, und dass die 
absoluten Werthe von k cos (./ — «') und ft cos (j — &) kleiner 
als die Einheit sind. 

Aus 63) erhält man b uir. 

I * 



74) 



cot f} = cot y cos {A — a / ), 

sin n cos ? 

a f — a = — -=— = — h; sin (A — a£\ 

cos <J sin 1 * • 9 

M , sin »* sin <p . ^ 

9 — o = = — =£- sin \r\ — a): 

sin n sin 1 w " 



oder auch 



i. i : 



cot 77 = cot 9 cos (A — a'), 

7t* cos 9> . / ^, .v 

75) •=» — ^T5* MD M-«0> 

sin >7 • ~ /• i 

In allen vorhergehenden Formeln kann man, wie wir aus §.'2. 
wissen, für ;r' näherungsweise 7r setzen. Wollte man sich dies 
aber nicht gestatten, so würde man sich auf folgende Art zn ver- 
halten haben. 

Mach 18) ist im vorliegenden Falle, wie man leicht findet, 
76) q* = r* -fr- o'* -fr- 2r0'[sin <F sin 9 -fr- cos ö* cos y cos (-4— a% 
oder, wenn wir 

77) cot <f=cot & cos (A — «') 

setzen, 

-o, . _ _ _ , sin cf cos (a> — ff) 
78) 0» == -fr- 0* -fr- 2ro' ^-f- 

oder 

2r sin <P cos (a> — ff) , , v , v 

79 > « - 1 iHTtf * = (f - r > + r >' 

mittelst welcher quadratischen Gleichung man aus den gegebenen 
Grössen r, 0, a\ a die Grösse 0', und daraus mittelst der Formel 

t I 

. r 
sin 7T = — 

die Grösse 7^ bestimmen müsste. Weil 

Q =zr COSCC TT, q' =z r cosec />"'' 

ist. so kann man die Gleichung 79) auch auf die Form 

,, 2sin <f cos (o> — ff) • , 

cosec TT H : — ~ = cosec cosec w a — I. 

am <r ' 

d. i. auf die Form 
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oa\ , 2sin <f cos (y — o) _ 
»0) cosec w* -4- i : — — cosec n' = cot n % 

™ 6 in *t 



sin <r 



bringen, und mittelst dieser Gleichung aus », o', ö' unmittelbar n 
bestimmen. : ». « . . . • ... in.r,,,,;,* 

„ 5. . '* , 

Wenn man an zwei Beobachtungsorten, deren geographische 
Positionen als genau bekannt angenommen werden können, zu 
einerlei Zeitmoment °) durch Beobachtungen die scheinbaren Ree- 
tascensionen nnd Declinationen a', & und a' lt & l eines Weltkör^ 
pers bestimmt hat; so ist, wenn a, J. o die dem in Rede 
stehenden Zeitmoment entsprechende wahre Rectnscension , Decli- 
nation und Entfernung dieses Weltkörpers vom Mittelpunkte der 
Erde bezeichnen und Jf , y, r, (/ und A x , y,, r,, q\ für beide Be- 
obachtungsorte gleiche Bedeutung haben, nach 37) 

iq' cos et cos o*'=o cos o cos <f — r cos A cos 5p, 
81) jo' sin a' cos <P = 0 sin « cos <J — r sin ^4 cos y, 

( ()' sin J'=o sin d — r sin y .,« : , .. > l4 1. . 

und 

cos er*, cos # l =Q cos a cos ö* — r x cos ^, cos y,, 
82) )q\ sin a' t cos «fj = Q sin a cos o* — r, sin A x cos y,, 
( q\ sin ^^=0 sin ö* — r x sin y,. 

Durch Suhtraction erhält man aus diesen Gleichungen auf der Stelle 
die Gleichungen 



q' cos a' cos S' — q\ cos a', cos & x = r x cos A} cos y, 

-rcos Jcos y, 
o' sin a' cos ö* — sin «\ cos = r x sin ^, cos y, 

— r sin A cos 5p, 
0' sin J'-r^'j sin o*', =r t sin y t — r sin y; 



welche nun bloss noch die beiden unbekannten Grössen g' und o' t 
enthalten. Aus den beiden ersten dieser Gleichungen erhält man 
mittelst gewöhnlicher algebraischer Elimination 

. r, sin {A x —a\) cos y, — -r sin (A — «',) cos <p 

^ sin («' — a\) cos cf ' . 

1 , r t sin (A x — q') cos y, — r sin {A — a) cos y 

sin (a' — a .) cos d", » , „ • 

. Vs . 

and die letzte der drei obigen Gleichungen, nämlich die Gleichung 





83) 



• 1" ii 



•) Dies ist möglich, weil man die Längen, wenigstens die Langen- 
differens der beiden Beobachtungsorte kennt. ,. « *. . 
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84) q> sin <T — q' x Bin o\ asr, sin W u t?* 9 



kann dann als Prüfungsgleichung benutzt werden. 

Aus und (>', erhält man n' und V, für die beiden Beobach- 
tungsorte mittelst der Formeln 

85) siD .in *'>= r f i , 

und kann dann u und J mittelst der aus dem vorigen Paragraphen 
bekannten Formeln berechnen, worauf dann ferner zur Berechnung 
von q die Gleichungen 81) und 82) Wege genug darbieten. Die 
leichteste Berechnung scheinen jedoch nie leicht aus den beiden 
ersten der Gleichungen 81) und 82) fliessenden Formeln 



86) 



sin {A — «') cos er 



sin (A t — rc'i) cos y t 

zu gestatten. Zur Berechnung von it und jt, für die beiden Be- 
obachtungsorte hat man die Formeln 



87) 



r_ sin (a — tt) cos <f 

810 71 — Q — sin {A — a?) cos 

1 sin 7r = — rs (« — «i) cos J, 
1 ? sin (J t — «',) cos y , 



Man sieht hieraus, wie man aus gleichzeitigen Bestimmungen 
der scheinbaren Rectascensionen und Declinationen eines Weltkör- 
pers an zwei Beobachtungsorten , deren geographische Positionen 
als bekannt vorausgesetzt werden, die dem in Rede stehenden Zeit- 
punkte entsprechende Entfernung des Weltkörpers vom Mittelpunkte 
der Erde bestimmen kann, und in der That ist das vorhergehende 
Verfahren die allgemeinste Methode zur Bestimmung der Entfer- 
nungen der Weltkörper von der Erde. 

§. 6. . • 

Aufgabe, Aus dem wahren Azimuth und der wahren 
Höhe w, h das scheinbare Azimuth und die scheinbare 
Höhe ftr*, h' zu finden. 

Auflösung. Grösserer Bestimmtheit wessen wollen wir anneh- 
men, dass der Beobachtungsort iu der nördlichen Hälfte der Erd- 
oberfläche liegen soll. Die Azimuthe zählen wir von Süden an 
nach Westen und nach Osten hin von 0 bis 180°, und nehmen 
westliche Azimuthe positiv, östliche Azimuthe dagegen negativ. Die 
Polhöhe des Beobachtungsorts bezeichnen wift durch <}'. Die Ebe- 
nen der &y und x'tj sind die Ebenen des wahren und scheinbaren 
Horizonts, die Ebene der \ >" ist die Ebene des Aequutors. Der 
positive Theil der Axe der ac soll von dem Mittelpunkte der Erde 
nach Osten, der positive Theil der Axe der y vom Mittelpunkte 
der Erde nach Norden, der positive Theil der Axe der s vom Mit- 
telpunkte der Erde nach dem Zenith des Beobachtungsorts hin ge- 
riclitet sein. Nimmt man nun, dies vorausgesetzt alle in §. 2. gc- 



i ■ 
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machten Voraussetzungen , wie es verstattet ist, als erfüll* an: so 
»t offenbar 5 . V . < ~ T ^ <"J 1 

X = 270° — w oder X ==t (270° — oi) — 360°, i ° 

Xi gi 270° — w' oder V = (270 8 — co') — 360° ' j 

und folglich nach 12) ^ wobei man nur zu überlegen hat, dass 



sin X = — cos co, cos A== — sin co, tang A, = cot co; 
sin X' = -cos *V, cos yL'==-8in V, taug V= cot co' ' 

: .. » t,ii 4I9JS19 i*»b ÜfO «inuifojfoj*) -»«oi}* nunt Jobutti. » "/ 

sin <u cos ii 9 

° sin a» cos h ' 



oder, wie hieraus leicht folgt, 



■~" \ vi - - • /. • ui* • • Sa \\>- 



tan* o>' = sin » C09 * I'»; 

° . cos oj cos // -4- bi ii » sin (</> — </>')' 



ist, wie man leicht findet, wenn man diese Gleichungen 



t ao /' — cos w ' 8,n *~""* ,n Ä cos (t> — tjpjj 
■ cos w cos A-f-MU n sin (y — <?')'- 

Weil nun ; *~ »' " " ^ / J 

sin cojcos co cos ^ + sin TT sin (gp — gp')| — sin co cos co cos A 

=±sin ff sin xo sin (p^qftT lrt| ~ : " :t 1 T 

cos cojcos co cos ^-f-sin 7r sin (<p — gp') | -f- sin ca. sin co cos £ 
ss cos y£-f~sio 7r cos w sin (}i--,jp') i 

ist, so 
durch 

COS CO COS //-f-sin TT 8*10 (gp — gpO 

dividirt, : ; ' : • ••• ; » •» » ' 

sin cü — cos co tang co'== J^^JL ^ •* sin i fT. p ^' 

8 cos w cos A-4-sin n sin (y — 5p) 

i , cos h •+- sin n cos a> sin (or> — &') 

cos w -h sin tu tan* w' — — 21 — z : : — 

8 cos ui cos h •+■ sin n sin (y — <f ) 

d. i. 

!, K sin 7T sin o> cos w' sin (cp — qr>') 
sin (w — o>') = . : r~ :l 4t-, 
7 cos o> cos *in ff sin (y> — (f>) 
, rt cos w'lcos ^-4-sin 7r cos/ w sin (qp — <jp')l 
COS (C0 — CJ') = i : W v ^l. 

v 7 cos co cos A-f-sin 71 sin (t/> — -tjp) 

folglich, wegen der zweiten der Gleichungen 89) 



j 

und hieraus durch Division 

. v _ sin n sin » ti| ( y — y') 

92) tang (o> - */) = cqs Ä + sin ; cos m gin j^yj. 

Nach den Gleichungen 89) ist ferner» wie man leicht findet, 

93) «d «"' = .,„ A _ sin; , c0 « * 

Verbindet man diese Gleichung mit der ersten der Gleichungen 
91) durch Addition und Subtraction, so erhält man 

.in iS — tin V-0=ZiZ£lSlZ% * - -» *« 
und folglich 

fM w _ , cos ft-Hsin* sin (y-y') « 
j cos (0) — *W) — 8in A — sin n cos - 2) 008 * W ™» 7 % 

94) 



sin A — sin n cos (y — y') 

. " , , . % cos h — sin n sin (y — y') . . - v 

sin (o/ — itt)=- — z s r ^ "in i w * an & *i 

™ ^ ' sin h — sin » cos (y — 0 ) * ° 



also durch Division 

' * . ' cos A~sin 7i sin (y — y') „ . 

95) tang (a/ — |n>) = C08 ^-f- sin n sin (y — y*) ^ * W ' 

Auch hat man nach 94) 

I,, cos (a/ — jap sin A — -sin cos (y— -y') 
tang A cos 4<a " * cos A sin n sin (y — y')* 

j, sin (<o' — |ft>) sin h — sin n cos (y — y') 
tang A- — gin cos h — sin n sin (y - y')' 

Alle diese Formeln auf ähnliche Weise wie die analogen Formeln 
in §. 3. durch Einfuhrung zweier Hülfswinkel xur logarithmiscbeo 
Rechnung bequem einzurichten, hat nicht die mindeste Schwie- 
rigkeit. 

Auch ergiebt sich aus 94) leicht 
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Nach 9) ist nun 

o' sin et)' cos tt = Q sin oi cos //, 
o 1 cos o>' cos A' = q cos o> cos A-|-r sin (y — 9'), 
o' sin A* = o sin Ä — r cos (gp— y') 



oder 
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9 

— sin 0)' cos ^' = sin m cos h> 
Q 

— cos m' cos h' = cos o) cos h ~\r sin ji sin (y — 9'), 

sin A' = sin Ä — sin it cos (cp — <p'). 

Also hat immer sin w' mit sin w, cos w' mit 

cos w cos h sin 7r sin (9 — y'), 

und sin h\ folglich auch taug //, mit 

sin h — sin n cos (5p — y') 

gleiches Vorzeichen. Daher muss mau in dem obigen Ausdrucke 
von fang //' das obere Zeichen nehmen, und folglich 
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Betrachtet man die Erde als eine Kogel, so ist tp = tp', und 
aus den obigen Gleichungen ergiebt sich daher nnter dieser Vor- 
aussetzung auf der Stelle o>' = u>, so dass also, wenn man auf die 
Abplattung der Erde keine Rücksicht nimmt, jederzeit das wahre 
und scheinbare Azimuth einander gleich sind. Ferner erhält man 
aus den obigen Formeln für die sphärische Erde leicht 



t. 



sin A — sin n 



— \\ » * • 



Digitized by Google 



366 

99) tang 4.-^ ^-») 'f + 
7 0 cos h 9 

■ 

oder 

100) tang Ä'^taogA-^, 

and folglich 

101) tag Ä-ömg>5' = ^ 

und 



d. i. 



Also ist 



1 + tang h tang #=l-j-tang — * 



- , , *, 1 — sin 71 sin h 
1 ■+- tang k tang /i' = • 



102) tang (// — h') = - : : — r. 

7 ° v 7 1 — sin 71 sin A 



Aus der Gleichung 101) folgt auch auf der Stelle 

103) sin (h — //) = sin n cos h' 



oder 



sin (ä — h') 

— t. — • = sin n. 

cos h ' 



also 

cos A' -f- sin (A — A') 1 -|- sin n 

cos A' — sin (A — A') 1 — sin n 

oder 

sin (90° — h') H- sin (h — h ) 1 -f- cos (90° — n) 

sin (90° — A) — sin {A — A') 1 — cos (90° — n)' 

folglich nach bekannten Formeln 

104) tang (45° \k — h') = tang (45° — ±h) cot (45° — &)* 
oder 

105) tang (45°-T-j/$ — £') = tang (45° — ^) tang (45° + »ar)'. 

Bis auf Glieder, die in Bezug auf sin n von der ersten Ord- 
nung sind, ist nach 102) für die sphärische Erda • ' , 

. r . 106) tang (// — //) = sin n cos h 

oder auch 

107) h — h' = 7t cqs h' — h = — n cos 

- \ - — * r-- v Iii "*•' 

welche Formeln bekanntlich in der praktischen Astronomie sehr 
häuGg gebraucht werden. 



Digitized by Google 



867 

Ueberlegt man, «lass die Formeln 89) aus den Formeln 28) 
halten werden, wenn man in letzteren für 

«» <*> &y **> 9 

* * » 

respective 

w, h, ü>', h\ TT, 0, 90° + (y — spO 
setxt, so ergiebt sich aus 45) anf der Stelle 



108) 



l ton « * — sin o, lsin«siii(y-9 ; ) C0t W — V))* 
U* n <r A' — ■ 8in SÜ lu ntr l sin cos (y - y*) ) ' 



und aus 55) und 56) 

• •»...• ' 

iaa\~ t kj\n o> k* sin 2m k* sin 3a» 

k* sin 4o> 
~~ 4sin P 

uuti i *• . • » j 

110) A A jg-js 1 ^-p 

,\ " . sin 3(C — A) 

^ 3sin 1" 

g sin MC-A) 
^ Asin 1" 



• • /j it'»-- » 

7 \ « 



/ 

wo nach 57) und 58) . 

•-•»-» * A.T »' • *'« ' v 

7 cos A V ' r . * ,\ sin £ 

ist, und £ aus der Formel 



£=- ::; ^ o-« 



» /» , < « 



bestimmt werden muss. < 4 ' ^ • ' %< 
Ferner ist nach 64) 

.cot t7 = — eos m tang (9 — y'), 

, 4- » 1» sin (• — AI . , v 



• 1 . 

b ... » i 



Für die sphärische Erde ist £=90°, /u-==ain 7r, und folglich 
nach 110) ' -h " ■ ' 
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* 

y. ii rii ' 11A » . f , f «m * cos A , sin n» «in 2ft 

, . ; ■ sin cos 

3sin I" 

sin n 4 «in \h 
i * V +• ' ^ 4sin 1" 

oder, wenn tf in Secunden ausgedrückt ist: 

, 115) h — K = it cos Ä-f-^jr* sin 24 . sin 1" 1 

cos 34. (sin l'V 
— J*« sin 44 . (sin 1")« 



Aufgabe, Ans dem scheinbaren Azimuth und der 
scheinbaren Höhe w\ // das wahre Azimuth und die 
wahre Höhe u), 4 zu finden. 

Auflösung. Auf ganz ähnliche Art wie im vorigen Paragra- 
phen erhält man aus 15) die Formeln ,i 

) - sin wjsin A' + sin ri cos (a> — a>'){ 

f i sin cu* cos* ' 

i c >j' 

aus denen sich. leicht \. • ' • 

* * 

t • sin o/ cos K «''<'• t » 

,t-r. 1 * W — cos a>' cos A' — sin vf sin - 9»')' 

' V . _ <?os tojsin A'-j-sin ^ cos^y— yQf ' 
^tang Ä— cos ^ cos *<_ sin „' sin 

einriebt. Da diese Gleichungen aus den Gleichungen 89) hervor- 
gehen, wenn man in den letzteren für — . 

w, A, ci/, h\ TT, gp, js*. ..- rr a 

respective 

setzt, so ist es leicht, die der jetzigen Aufgabe entsprechenden For- 
mein aus den im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln un- 
mittelbar abzuleiten. 

Aus 91) erhält man anf diese Weise 

< (sin (cf-VT—l 8in / Ain gffi fesJOl fang 4, > 
118)1 A'-f-si« * cos 8 ' .1 

J , cos — sin cos «' sin (<p — 9*) , 
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und aus 92) ergiebt sich 

Ii») toDg (*-(»')= — pj£*yL*i<z=ß ., 

' 0 1 ' cos K — an it cos *' nn (y— f ') 

■ 

Ferner erhält man aus 95) 

i on\ / i #\ cos ^' •+■ sin sin (a> — er') 

120) fug ("->') = cos A .I sin g sin ( ^_;.; tang 

• < 

und aus 96) ergiebt sich 



121) 



. » coy (co — £Q sin A'-+-sin ri cos (y — y/) 

S ~~ cos >' " * cos h' — sin ri sin (y, - y')» 

^ sin (q> — ±0)*) sin A'-f-sin 7 ^ cos (y — y') 

°^ ' sin ' cos A'-f-sin ri sin (y— y')' 



Zu bemerken hat man auch, dass immer sin u> mit sin tu', 
cos cd mit 

cos cd' cos // — Bin tt' sin (y — y'), 

und sin //. also auch tang //, mit 

sin ff -+- sin Tf cos (y — y') 

gleiches Vorzeichen hat. 
Aus 97) ergiebt sich 



i 



Tb«n iii. 



24 
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Für die sphärische Erde ist nach 08) 

inin . sin A'-j-s in n' 
123) tang >*== , 



oder 



oder auch 



124) tang h = 2 , 



»■ sin ti* 

125) tang £ = tang ^'-r-^-*- 
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Ferner ist Dach 102) 

und Dach 104) ' ( 

127) tang (45°-!-^ -,-£) = tang (45°— \h') cot (45° -^)» 
oder, 

128) tangr (45°+{>5'— >5) = taDg (45°—^') tang (45°+^)». 
Nach 106) ist näherungsweise für die sphärische Erde 

129) tang (/* — h ) = sio n' cos //, * 

oder nach 107) % , 

130) h-h' = rf cos h\ K-h = — rt cos h>. 

Für die sphäroidische Erde ist nach 108) 

. s in (co — co ') i sin h' . ) 

tang/* = s . nw , - j sin ^ sin ( ^_^ } -f-cot (9P-sp')J, 

I. . sin a> ( _ sin 7f cos («> — «>') ) 

Nach 109) ist 

i*>\ .. ..' * «in o»' , *' sin 2u , k' sin Sw' 
132) u, - a, = -jjjj-p- -+- —jj-p- + -J3J-P- 

. ät* sin 4ö/ 
* I — — — — — r 

4sin 1" 

und nach 110) ist 

133 1 Ä h'— f* sin sin 2(C-*') 
Mj """" sin 1" 2sln~r 

^u» sin Sg-*') 
3sin 1" 

fi* sin 4(£ — h ) 
4sin 1" 



131) 



wo 



131) Zr = sin ^ Si " » . sin cos (y — gQ 

, ' cos A' 9 " sin C 

ist» und £ mittelst der Formel 

»») t--S**9 *f Ir-fO • 

bestimmt werden muss. 
Ans 113) ergiebt sich 

!cot t} es — cos 0)' tang (© — gp'), 
, . 7r' sin m' . . . 
, sin (17 — A') , . 
h - h ' = iüT?— coa (9 - 9b 

* , 24° 
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Für die sphärische Erde ist nach 114) 

7 w, sin 71' cos A' sin t^ 3 sin 2A' 

137) h — h f = : tt. — ■ 

' sin 1 



2sin 1" 




sin 7^* cos 


3A' 


, 3-sin l" 




sin 7t 1 * sin 


4* 


4sin 1" 



oder, wenn n' in Secunden ausgedrückt ist, 

138) k — hl ^ Ttl cos >*' — Itt 1 » sin 2£' . sin 1" 

— W cos 3Ä\(sin 1*)* 
-t-K 4 4A\(sin 1")* 



Dass man in allen vorhergehenden Formeln für n' näherungsweise 
TT schreiben kann, ist aus §. 2. bekannt. Wollte man Bich dies 
aber nicht gestatten, so würde man sich auf folgende Art zu ver- 
halten haben. 

Nach 18) ist im vorliegenden Falle, wie man leicht findet, 

139) o*=?=r» -t-e"-t-2ro'|sin hl cos (y— y') 

— cos o>' cos h' sin (y — «% 

oder, wenn man 

140) cot o*=cos ü)' cot hl 

setzt, 

141) C . = r. + e" + 2r ? ' S "^7 + ^ , 

oder 

- ,**v 2r sin A' sin (<r — «r -f- er') . , v , 

142) o'»H sii ; g ^^^^ <>' = (?-*•) (?-*-#•), 

mittelst welcher quadratischen Gleichung man p', und daraus mit- 
telst der Formel 

sin n' =2—7 

;r' bestimmen müsste. Auch ist, wie man leicht auf ähnliche Art 
wie in §. 4. findet, 

ut»\ fi , 2sin h' sin (<r — y-4-y') , , 

143) cosec 7r* H -g - ^ cosec 7r = cot jt*, 

mittelst welcher Gleichung 7t' unmittelbar gefunden werden kann. 

*. 8. 

Aufgabe, Aus der wahren Länge und Breite A, ß die 
scheinbare Länge und Breite ?/, zu finden. 
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Auflösung. Die Ebenen der &y und XY seien respective 
die Ebene der Ekliptik und die Ebene des Aequators. Die mit ein- 
ander zusammenfallenden positiven Theile der Axen der x und V 
seien von dem Mittelpunkte der Erde nach dem Anfangspunkte des 



Widders oder dem Frühling spunkte hin gerichtet. Die positiven 
Theile der Axen der y und Y geben vom Mittelpunkte der Erde 
respective durch den neunzigsten Grad der Längen und den neun- 
zigsten Grad der Rectascensionen. Die positiven Theile der Axen 
der % und Z sind vom Mittelpunkte der Erde respective nach dem 
Nbrdpole der Ekliptik und dem Nordpole des Aequators hin gerich- 
tet Dies vorausgesetzt ist, wenn s die Schiefe der Ekliptik be- 
zeichnet, und A und gp ganz dieselbe Bedeutung haben wie in §. 3., 
nach 12) offenbar 



144) 



2 ,^_sin X cos ß — sin 7r(sin f sin qp-j- cos t sin A cos 
I o ""— cos jl cos ß — sin n cos A cos <p 



_ cos X'\s\n ß — sin 7r(cos c sin y — sin t sin A cos <y)| 
o " cos X cos ß — sin n cos A cos <p 

Bezeichnen wir die Coordinaten des Beobachtungsorts in Be- 
zug auf die Systeme der xyx und XYZ jetzt durch & l9 ;?/,, x x 
und X l9 y,, Z,, dessen polare Coordinaten in Bezug auf das 
System der &y% durch ß 9 r; so ist, weil A, g>, r offenbar 
seine polaren Coordinaten in Bezug auf das System der XYZ 
sind *) : 

ac x =r cos L cos 
. 145) \ y x = r sin L cos B> 
%l=r sin B 



und 



SX , — r cos A cos <jp, 
Y,=r sin A cos y, 
Z, = r sin 

Nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten ist aber 

« 

y, = F, cos e+Z 1 cos (90° — *), 
*, = Y x cos (90° -f-€)-r- Z, cos €; 

d. i. 

. ^ = X n ^ 
y x = y, cos € •+• Z, sin *, 
.-. * t = — y, sin « -f- Z, cos f ; 

also nach 145) und 146) 



«i 

/ *. 



*) Um die Begriffe zu fixiren, denken wir uns den Beobachtungsort auf 
der nördlichen Hälfte der Erde Hegend. 
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t 

l COS Li COS H = COS A COS §p, 

147) < sin cos /? = sin * sin 9 + cos c sin cos y, 
( sin Z? = cos e sin y — sin « sin ^ cos gp; 



and folglich nach 144) 



148) 



2 , sin X cos ft — sin 71 sin L cos i? 

tang K cos ^ cojj £ _ siQ j CQS ^ cQS ß, 

m cos A'(sin ß — sin 71 sin ff) 

tang r C08 jt cos /J — sin 71 cos Z, cos B > 



wobei wir bemerken, dass L und B eigentlich bloss als zwei 10, 
dass den drei Gleichungen 147) genügt wird, zu bestimmende Hülfs- 
winkel zu betrachten sind. 

Aus den Gleichungen 147) erhält man auf der Steile 

!_ sin g-j-cos t sin A cot g 
toD « Ä = cos cot y » 

sin Ä= siu 9p(cos e— sin e sin -^f cot 9); 

und folglich, wenn mau den Hunswinkel w mittelst der Formel 

■ 

150) tang 10 = sin A cot 9 

berechnet, 

ung^= «MM-») 

a COS cos w cot qp* . 

» sin y cos (s-t-t^) 

810 Ä = ^Tw ; ' 



oder, weil 



sin w 



ist, 



co. »cot 9 = STJ 
tan ^1 

Itang L — — sin (f «>), 
ö sin w y 99 

sin B — Sm y cos (t -f- «>) ; 
cos w y " 

mittelst welcher Formeln Z und // leicht berechnet werden können. 
Nach 147) ist 

/cos L cos Z? = cos A cos 9, 

1 

152) p * 008 Ä =c^r ■» (•+«* • 

/ . 0 sin 9 / . \ 

und da /> und // so bestimmt werden müssen, dass diesen drei 
Gleichungen zugleich genügt wird, so muss man, indem man den 
absoluten Werth von B, was offenbar verstattet ist, nicht grösser 
als in nimmt, mittelst der ersten der beiden Formeln 151> die 
* Grösse L immer so bestimmen, dass 
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cos L mit cos A 

sin L* mit ■ s ' n — - 

COS ttf 

gleiches Vorzeichen erhält. < 

Die Gleichungen 148) gehen aus den Gleichungen 28) hervor 
wenn man in den letzteren für 

a, ö*, a', o* jr, A\ 9 

respective 

X, ß, V, ß>, n, L, B 

setzt. Also ist nach 31) 

!- sin cos # sin (L — A) 

tang (X — l r ) = CQS ^_ gin „ cos # cos — A)' 
,r ,a cos ff sin (&-A) 

tang — cos ß cos (£ — AJ — sin n cos 

Nach 35) ist _ : 

cos ff-*- sin n cos B . .,»- *x 
154) tatfg H(^H-^)-y| = eM g- sin „cos J g tan & 

und nach 36) ist 

sin [W^jt— £1 sin ff — sin 7t sin B 
tang 0 — sin — A) " cos f-f-sin tt cos i? ■ 

cos \l{L + X) — k'\ sin ff — sin * sin B 
tang /? = CÖS #L — A) ' cos ff — sin n cos ZT 

Auch ist zu bemerken, dass 

cos V mit cos X cos ß — sin 7r cos L cos B, 
sin V mit sin A cos ß — sin * sin L cos 

und sin also auch tang ß\ mit 

sin /S — sin n sin ZI 

gleiches Vorzeichen hat. 
Nach 39) ist 
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Aus 45) ergiebt sich 
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5* 

I 

5" 

3* 



157) 



tang /S' = 



sin (A — A') , sin £ 



tang /T 
Nach 55) und 56) ist 



sin (L — A) 
sin (L — X) 



sin 7i cos 



~ß — tang /?), 

sin n sin # 



— sin (L — A) ( taD & ^ cos ? * 
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158> X X'~ kain {L ~~ l) l £ sip 2 < £ - A > 
' sin 1" 2sin 1" 



*' sin 3(& — A) 
2sin 1" 

k* sin 4(Z> — 
4sin 1" 



uad 



7 r r sin 1" T 2sin 1" 



wo 



/u' sin 3(C-fl 
3sin 1" 

sin 4(C-/?) 
4sin 1" 



loü) k = — zzr~z j (* = 



cos ß 

ist, und f mittelst der Formel 



sin C 



161) cot £= CQt B cos l*-i(*-j-*M 
fc cos - iL') 

bestimmt werden muss. 
Nach 64) ist 



162) 



cot TJ = cot i? cos (Z, — Ä.), 
L rccosl?. . r « x 

» sin . / fl v 
ß — ß = ein „ sin (17 — /?). 



sin g 



§. 9. 



Aufgabe, Aus der scheinbaren Länge und Breite X', 
ß' die wahre Länge und Breite A, /? zu finden. 

Auflösung. Ganz auf ähnliche Art wie in der vorigen Auf- 
gabe erhält man aus 16) 

Ij sin X' cos ß' -f-sin 71* (sin * sin y-4-cos s sin ^ cos y) 
o cos JL' cos ß> -f- sin 71' cos A cos y ' 

~ cos >l)sin ß' ■+■ sin 7i'(cos s sin y — sin g sin A cos y)( 
ang p — cos ^, cog ^_^ SU1 cos £ cos ^ 5 

welche Formeln aus 144) hervorgehen, wenn man für 

A, /?, p, TT, t,y, y 

respective 
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•etzt. Ako hat man nach 150) und 151) 

164) tang 7v = s\u A cot y 

und 

tanir = — r- 2 — sin f + w , 



165) 



sin tu 

_ sin g> / . \ 



und mittelst der ersten dieser beiden Gleichungen mnss, indem man 
den absoluten Werth von B nicht grösser als \n nimmt, L so be- 
stimmt werden, dass 

cos L mit cos A 



und 



. sin + 

sin // mit 



166) 



cos tu 

gleiches Vorzeichen erhält. 
Nach 153) ist 

sin ft cos B sin (L — k') 
| tan ff l* *) = ~~ cos ^-f-sin «f cos if cos (Z» — k')* 

i /r *v cos f sin (L — *') 

tang — AJ_ CQs ^ fiin gprjJ^H ^ cos tf' 

Nach 154) und 155) ist 

m „. x „ , cos iS* — sin 71' cos 2? «« 

167) taug |«A+*>- A| = cos^.in^co.g t8n & « £ ~ »0 

und 



168) 



sin -f» A') — k\ sin ^ ■+■ sin sin g 
tang £ — i sin ^ L _ 4 C os ^ — sin tt* cos ZT 

_ cos [jK^Hb£j — jj sin ff' -j- sin sin B 
tang 0 — cos jfJZ-T) ' cos /T-f-sin 71* cos 



Auch ist zu bemerken, dass 

cos X mit cos V cos /J'-f-sin 7^ cos Li cos 2», 
sin X mit sin V cos /S'-r-ain rc' sin Z/ cos B, 

und sin ß\ also auch tang ß\ mit 

sin /f + sin ff 1 sin ^ 

gleiches Vorzeichen hat. 
Nach 156) ist 
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fach 157) ist 
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170) 



. p sin (Z, — A) sinTtVsinÄ. 



«ach 158) und 159) ist 
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_ * sin (£,-*') *» sin 2{L-X') 
Iii) k — k — gin jS f 2sit| r 



k* sin 3(£ — g) 
3siu 1" 

k* sin *(& - X') 
4sin 1" 



und 

172) F— P— ' ^-p h 2SÜTF 



,u> sin 3(C-/Q 
3sin 1" 

g «in 

Asin 1" 



wo 

, sin jt' cos Z? sin ti' sin /? 
, 173) * = —— 9ll = __ 

ist, und £ mittelst der Formel 

l i*) cot t — cos - 

bestimmt werden muss. 
Nach 162) ist 

Icot ij = cot cos {L — X% 
'->-tSt * (<-«• " • 

Dass man in allen diesen Formeln näheruogsweise für 7r' setzen 
kann, wissen wir aus §. 2. Wollte man sich diese Näherung nicht 
gestatten, so müsste man auf ganz ähnliche Art, wie in §. 4. und 
§. 7. gezeigt worden ist, verfahren, was wir hier der Kurze we- 
gen nicht wiederholen wollen. 

- 

§. 10. 

Bezeichnet man durch D den aus dem Mittelpunkte C der 
Erde, durch f) den aus dem Orte 0 gesehenen scheinbaren Halb- 
messer des Weltkörpers \\\ so ist offenbar 

176) q sin D = q' sin 

und folglich 

177\ sin £, S 

iU) sin D 853 7* 
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Weil nun nach 9) 

cos X' cos {? = cos X cos ß — sin n cos A cos y, 

,! 

1-2- sin V cos /F = sin X cos Ä 

^ — sin 7r(sin 0 sin 9 + sio A cos 0 cos 9), 

sin /S'=,8in ß — sin tf(cos 0 sin g> 

— sin sin 0 cos g>) 
ist, so ist nach 177) 

* sin D cos X' cos ff 

' sin D cos k cos ß — sin n cos A cos tp 

' sin X' cos ff 

sin X cos ß — sin 7*(sin H .sin ^ + sin A cos G cos q>) 

sin 

sin 0 — sin n(cos 6 sin 9 — sin .4 sin 0 cos 9)* 

Multiplicirt man die zweite und dritte der Gleichungen 178) re- 
spective mit sin 0 und cos 0, und addirt die Gleichungen dann zu 
einander, so erhält man 

v £ (sin ß* cos 0-f-sin X' cos ß f sin 0) 

= sin ß cos 0 •+• sin Ä cos /S sin 0 — sin ar sin 9, 
und folglich 

t 

ifin* sin & = sin ff cos 0 -f- sin A' cos ff sin 9 

' sin D sin ß cos 8 sin A cos ß sin Ö — sin n sin 9' 

welcher Ausdruck die Grösse A gar nicht mehr enthält, 
i Aus diesen allgemeinen Formeln erhält man, wenn die in §. 3. 
gebrauchten Zeichen auch jetzt ihre dortige Bedeutung behalten: 

* t ' 



sin D cos a cos cf— sin n cos ^ cos 9 

sin a cos (T 

sin a cos (f— sin sin A cos 9 

sin (T 
sin a — sin 71 sin y 



Eben so hat man, wenn die in $. 6. gebrauchten Zeichen auch 
jetzt ihre dortige Bedeutung behalten: 



•i 



r 
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„ lin & sin »' cos A' 

' sin Ü sin o> cos A 



cos »' cos A' 



cos 01 cos A-t-sin i sin (qp — y') 

sin h' 

sin A — sin n cos {tp — ff') 

sin A' sin y' — cos ti) cos K cos y/ 

sin A sin 9' — cos to cos A cos y/ — sin n sin 9)' 



Betrachtet man die Erde als eine Kugel, so ist $p = y', uod 
folglich 



oder 



184) 



' sin D sin A — sin n 
sin sin A' 



sin D 2s in ^(A — 71) cos i(A-t-7i)" 



Unter der in Rede steheuden Voraussetzung ist aber nach §. 6. 
auch immer w = w\ und folglich nach der ersten und zweiten der 
Gleichungen 182) auch 

1 fi ~v sin U m cos h' 
' sin cos h ' 

Endlich hat man, wenn die in §. 8. gebrauchten Zeichen auch 
jetzt noch ihre dortige Bedeutung behalten: 

ifif\ s ' n & cos k* cos ß' 

' sin D cos X cos ß — sin n cos A cos fp 

sin ).' cos ß" 

1 sin A cos /? — sin 7i(sin * sin y-f-sin ,4 cos t cos y) 

sin ß" 

sin ß — sin 7i(cos t .sin y — sin A sin * cos ff ) 

sin cos f-|_sin k' cos /S* sin f 
sin ß cos f-4-sin k cos ß sin « — sin 71 sin y" 

Wegen der Kleinheit von D und />' kann man in allen vorher- 
gehenden Formeln näherungsweise 

sin_Z?' __ 
sin D D 

setzen. 
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Rein geometrische Behandlung der im Archiv 
der Mathematik und Physik Th. III. Heft 1. 
S. 40 vorgelegten geodätischen Aufgabe. 

Von 

Herrn Fr. Seydewitz 

Oberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadt. 



Aufgabe. 

Es seien (Taf. V. Fig. 1.) zwei Punkte M und M x ge- 
geben; man soll durch den Punkt M drei unter gegebe- 
nen Winkeln gegen einander geneigte gerade Linien 
MA, MB, MC, durch den Punkt M x drei ebenfalls unter 

Begebenen Winkeln gegen einander geneigte gerade 
inien M X A, M X B, M X C so legen, dass das durch die 
Durchscbnittspunkte A, B, C der Linien MA und M X A, 
MB und M X B, MC und M X C bestimmte Dreieck einem 
gegebenen Dreiecke ähnlich sei. 

Auflösung. 

\\ Betrachtet man eine jede der Figuren MABC und M X ABC 
zunächst für sich und unabhängig von der anderen, z. ß. die 
erstere in der Lage der Figur MA x B x C xi und denkt sich durch 
einen beliebigen Punkt M x der Linie MA X (oder MB X , MC X ) mit 
A X B X und A X C X bezüglich die Parallelen M x b und M x c gelegt, 
welche die Linien MB X und MC X bezüglich in den Punkten b und 
c schneiden, so verhält sich: 

. M t b : A X B X =MM X : MA x =M x c : A X C„ 

also 

M x b : M x c = A x B x : A X C X . 

Ferner ist 

LbM x c = LB x A x C x =LBACr 

Da nun ^A X B X C X oder ABC einem gegebenen Dreiecke ähnlich 
ist, so ist das Verhältnis« der Linien M x b und M x c, und der Win« 
kel Winkel bM x c gegeben. Es ist aber auch der Punkt M. und 
die gerade Linie MB X (MC X ) } welcher der Punkt b angehört, ge- 
geben, indem die Linie MA X als beliebige, und der Winkel 
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ß x MA x gegeben ist; also ist auch, nach einem bekannten Local- 
tbeorem, eine gerade Linie y als Ort des Punktes c gegeben. 
Dieser Punkt gehört aber auch der Linie MC X (MBA an, welche 
durch den Winkel C X MA X gegeben ist; also ist dieser Punkt 
selbst, und somit sind unter anderen die Winkel MM x b und MbM x , 
und die ihnen gleichen MAB und MBA gegeben. Dasselbe gilt 
andererseits von den Winkeln M X AB und M X BA. 

2) Demnach sind auch die Winkel MAM X und MBM X gege- 
ben, und, da die Punkte M und M } , so sind auch die Kreise dB 
MAM X und um MBM X gegeben, Es sind aber auch die Periphe- 
rie-Winkel MAB und MBA> folglich die ihnen zugehörigen Bo- 
sen dieser Kreise, und somit auf dem Umfange eines jeden ein 
Punkt S gegeben, in welchem derselbe von der geraden Linie Aß 
geschnitten wird. Also ist die Linie AB der Richtung nach, die 
Punkte A und // und sonach auch der Punkt C gegeben — oder: 
weil der Kreis um MAM xy auf seinem Umfange der Punkt S\ und 
die Winkel ßfBS und M X BS gegeben sind, so sind es auch die 
Kreise um MBS und um M X BS, also ihr Durchschnittspunkt 
By die gerade Linie SB u. s. w. 



Konstruktion. 

1) Man gebe den geraden Linien Mb und Mc gegen MM l} 
und den geraden Linien M x b x und M x c x gegen M X M bezüglich 
die Neigungen, welche die Linien MB und MC gegen MA 9 und 
die Linien M X B und M X C gegen M X A erhalten sollen. Vom 
Punkte M x fälle man auf eine der Linien Mb, Mc t z. B. auf Mb, 
die Senkrechte M x ß^ und construire über M x ß ein dem gegebenen 
ähnliches Dreieck M t ßy, mit Rücksicht auf die Art, wie die Win- 
kel des ersteren den gegebenen Neigungswinkeln der Linien MA, 
MB, MC entsprechen sollen. Solcher Dreiecke gibt es auf jeder 
Seite* von M x ß eines. Auf M x y errichte man in / die Senkrechte 
yc, und verbinde den Punkt c, wo letztere die Linie Mc schneidet, 
mit M x durch M x c\ mache endlich l_cM x bzzz L.yM x ß und ver- 
binde den Punkt b, den Durchschnitt der Linien Mb und M x b, 
mit c durch die Linie bc. So erhält man ein Dreieck M x bc, und 
durch dasselbe Verfahren in Bezug auf den Punkt M und die Li- 
nien M x b Xi M x c x ein anderes Dreieck Mb x c x , welche beide dem 
gegebenen ähnlich sind. 

2) Die entsprechenden Seiten M x b und Mb x% M x c und Mc t 
dieser beiden Dreiecke mögen sich bezüglich in den Punkten S, 0 
schneiden. Man beschreibe nun um die drei Dreiecke M )f t S (oder 
MM x O)y MbS und M x b x S drei Kreise, von denen die beiden letz- 
tern sich zum zweiten Mal im Punkte B schneiden, verbinde S 
mit B durch die gerade Linie SB, die den Kreis um MSM X zum 
zweiten Mal im Punkte A schneidet, endlich den Punkt 0 mit A 
durch OA, und den Punkt Q (oder Q x ), wo die Seite bc (oder 
b x c x ) den Kreis um MSb (M x Sb x ) noch einmal schneidet, mit dem 
Punkte B durch BQ, welche der Linie OA in C begegnet; so 
sind die Punkte A, B, C die Durchschnitte der gesuchten Linien. 

Anmerkung: Da es zwei Dreiecke M x bc und zwei Dreiecke 
Mb x c x gibt, so hat die Aufgabe im Allgemeinen vier Auflösungen. 
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Beweis. 

1) Da L M lY c = LM,ßl>=zR, und LyM x ß = LcM x b t also 
auch LyM x c = LßM x b , so ist A M x cy co A M x bß , also verhält 
sich : 6M X = yM x : folglich ist A -»lÄß dem A M x ßy 
und somit dem gegebenen Dreiecke ähnlich. Ebenso ist A Mb x c x 
dem gegebenen ähnlich. 

2) Da nun L bM x c = L b x Mc x = L SM X O, so lieft der 
Punkt 0 auf dem Umfange des Kreises um MSM X ; folglich ist 

LBAC=L OAS = L OM x S = L1>M x c = Lb x Mc x , 

und 

LCBA = L QbS = LcbM x =Lc x b x M. 

Also ist das Dreieck ABC dem gegebenen ähnlich. 

3) Da einerseits 

LMflf x S = LMAS, und L MbS= L MBS] 
andererseits > 

LM l MS = LM x AS i und LM x b x S = [_M X B&; 

so ist 

L MM X S — L MbS = L MAS— 1_ MBS und 
L M X MS — LM l b x S = L M X AS—L M X BS , d. h. 
LbMM x =LBMA und Lb x M x M= L BM X A. 

4) Da A MM x boD A MAB, ^M x bcco^ ABC, 

bM x Mb x cohM x AB, kMb x c x cokABC, 
so verhält sich 

MM X : MA=bM x : BA = cM x : QA\ 
M X M : M x A = b x M : BA = c x M t gjfjj 
also Jlfilf, : MA = cM x : VÄ\ 

mM x M : M x A = c x M : CA. . 

Aber auch 

LcM x M=L CAM, und Lc x MM x =L CAM X ; 
folglich v 1 

^MM x cco^MAC, und &M x Mc x <x>hM x AC, 

also 

LciJfüf, =L CMA, und Lc x M x M=L CM>A; 

q. e. d. 

< . < . . . . . 
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Einige Sätze von Sechsecken, welche in oder 
um einen Kegelschnitt beschrieben sind. 

Von 

Herrn Doctor O. Schlömilch 

1 1 ff ■ O 7» (•» ^ ■ 7» f 

zu Weimar. •.<».• - 

• v' _ -: «v.* . ■ • " _ r.-.. .•. .V V 



Sei in Taf. V. Fig. 2. ahcdef ein Sechseck, dessen Spitzen 
in der Peripherie eines Kegelschnitts liegen. Jede Hauptdiagonale 
wie ad theilt dasselbe in 2 Vierecke aficd und in welchen 

wir die einander gegenüberliegenden Seiten verlängern, bis sie die 
Gerade ad in den Punkten «, und o, schneiden. Verfahren wir 
ebenso mit den übrigen Hauptdiagonalen und den ihnen gegenüber- 
stehenden Seiten, so entstehen im Ganzen 6 solcher Durchschnitte 
•n «*> ßi> ß%> Yi* Ty Von diesen liegen 3 und 5 in einer 

ss es zwei solcher Geraden a,/?,r, und a % ßj l 



Geraden, so 

giebt, die wir p und y nennen wollen. Nach Pascal's Satz liefen 
aber auch die Durchschnitte der 3 Paar Gegenseilen, nämlich die 
Punkte o*j, oY, o s , in einer Geraden r. Diese 3 Geraden p. <j> 
r schneiden sich in einem Punkte. 

Der vorstehende Doppelsatz lässt sich sehr einfach mit Hülfe 
der perspectivischen Projektion erweisen, indem man die letzter 
in ihrer einfachsten Gestalt anwendet, wie dies in einem früheren 
Aufsatze yon mir (Archiv. Band I. S. 248) geschehen ist. 

Alan nehme zuerst die Gerade a l ß l als Polare des Kegelschnitts 
an. Dann lässt sich derselbe so projiciren, das 8 die Projektion ein 
Kreis ist, in welchem die Geraden AD und HC, BE und AI 
einander parallel laufen (weil sich die entsprechenden Geraden ad 
und 6c, be und «/auf der Polare schneiden). Nun sagt aber ein 
Satz der Klementargeometrie: 

„Zwischen parallelen Sehnen liegen gleiche Kreisbogen* 
und umgekehrt: „Sind die Bogen zwischen zwei Sehnen 
gleich, so laufen die letzteren einander parallel." 
Weil daher in Taf. V. Fig. 3. AD\\BC, BE^AF; so folgt 
daraus 

a/c AB = arc dF, arc AB = arc EF 

mithin auch 

arc CD as arc EF 
so dass also CF || DE ist. Der Durchschnitt y a der entsprechet 
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• » - 

den Geraden cf und de in Taf. V. Fig. 2. muss daher mit auf 
der Polaren a x ß x liegen. ^ • . 

Nimmt man ebenso a 2 ß t als Polare an, so wird ganz analog 
gezeigt, dass auch y% dieser Geraden liegen muss; und damit 
ist der erste Theil unseres Satzes bewiesen, dass nämlich sowohl 
(JL \ßiYi »hi u 1 ß l y x eine Gerade bilden. ,»* , 

Bs werde jetzt die Gerade 6 x 3 2 d iy in welcher die Durchschnitte 
der Gegenseiten liegen, als Polare angenommen und demgemäss der 
Kegelschnitt projizirt. Es entspricht ihm dann in Taf. V. Fig. 4. 
ein Kreis mit einem SehnensechsecV, dessen Gegenseiten einander 
paarweis parallel laufen. Auch von diesem muss der obenbewie- 
sene Satz gelten, dass nämlich sowohl a x ß 2 y 9 als a 2 ß t y x in einer 
Geraden liegen. Die gegenseitige Lage dieser beiden Geraden 
ist leicht . zu ermitteln. Denn man hat ^ co i D//y 2t 

A CHa x co^FHa^ endlich ^ AHF qö woraus der Reihe 
nach die Proportionen Messen : 

DH=FH i CH. 
Durch Vergleichung der letzteren mit den beiden ersten hat man 

oder ' * ' * ' • 5 * ' • : " * ' , • ' 1 

: ffa % =Hy % : //a, 

woraus folgt, dass a^y x \\ u x y 2i also auch die Gerade a t ß 2 y 2 \\tx 3 ß l y l 
ist, mitbin die gleichnamigen Geraden in Taf. V. Fig. 2. sich auf 
der Polare d x S 7 S % schneiden. D. h. die 3 Geraden u x ß 2 y 2i ä 2 ß x y x 
und S i 6 2 S t schneiden sich in einem Puukte w. z. b. w. 

Vermöge der , theorie des polaires reViproqnes" leitet man dar- 
aus den folgenden Satz ab. 

Sei at\t>ef ein beliebiges einem Kegelschnitt umschriebenes 
Sechseck, dessen Seiten ab, bc,..u.s.w. der Reihe nach 0, £, e. */, 
e, f heissen mögen. Von den Durchschnitten je zweier Gegensei- 
ten a und </, b und e, c und f ziehe man Gerade nach den jedes- 
maligen beiden übrigen Ecken des Sechsecks; also vom Durchschnitt 
{ad) nach c und f u. s. f. So entstehen 6 Gerade, diese schnei- 
den sich zu 3 und 3 in einem Punkte, so dass es zwei sol- 
cher Punkte f % q giebt. 

Nach Brianchon's Satz schneiden sich auch die 3 Hauptdiago- 
nalen des Tangentensechsecks in einem Punkte r. Diese 3 
Punkte />. fj y r, liegen in einer Geraden. 

Ein anderer mittelst der nämlichen Principien leicht zu erwei- 
sender Satz ist folgender. 

In einem Sehnensechseck verlängere man diejenigen Diagona- 
len, welche von denselben ein Dreieck abschneiden, bis sich die 
einander gegenüberliegenden Diagonalen dieser Art schneiden. 
Man nenne f, den Durchschnitt von /-/"und <■<■, t s den von ac und 
df, f 3 den von hd und nc. Je zwei dieser Punkte liegen mit einem 
der Durchschnitte der Gegenseiten <?,, <)',. <), in einer Geraden. 
Es giebt daher 3 solcher Geraden, nämlich Ms^bi *i*><?2> £ * f »^i* 

25 # 
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In einem Tangentcnsecliseck, dessen Seiten *ti, h, r, d, e, f 
Ii rissen mögen, verbinde man mit einander die Durchschnitte der 
Seiten b, f und c, e, der Seiten c, a und «/, /; und der Seiten 
d, b und a. So entstehen 3 Gerade f,, e,. Sind ferner 
<^m <^ji °*i die 3 Hauptdiagonalen des Sechsecks, so schneiden sich 
je zwei der Geraden e mit einer der Diagonalen ö in einem Punkte. 



XLIII. 

Ueber ausgezeichnete Sehnen im Kreise, die 
durch einen bestimmten Punkt gehen. 

Von dem 
Herrn Doctor Büchner 

Lehrer der Mathematik am Herzoglichen Gymnasium zu Hildburgbausen. 



Von den Ergebnissen der folgenden Untersuchung finden sich 
hin und wieder einige in geometrischen Werken angeführt, der 
Verfasser kann sich aber nicht erinnern, diese alle, und zugleich 
unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt vereinigt, vorgefunden zu 
haben. Es waren sogar ihm etliche gänzlich neu und daher Grund, 
warum er die Frage in grösserer Ausdehnung der Untersuchung 
unterwarf. Auch der einlache gewöhnliche Weg, welchen er ein- 
schlug, wurde nicht ohne Ursache gewählt, da andere nicht so viele 
Antworten auf ein xMal darboten. 

Wenn durch einen beliebig zu wählenden Punkt (;-, 8) eine 
gerade Linie so gelegt werden soll, dass sie einen gegebenen 
Kreis durchschneidet und dass die so entstehende Sehne einen aus* 
gezeichneten Werth erhält, welchen Winkel muss sie mit der Ab- 
scissenaxe bilden? 

Ist die Gleichung des gegebenen Kreises vom Mittelpunkte aus 
genommen: y % -f- a? 2 = r a , y, S Ordinate und Abscisse des will- 
kuhrlich zu bestimmenden Punktes, und nimmt man letzteren noch 
zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems, so 
wird aus der ersten {y-k-y)* -f- (<&-\- &)* = r*. Die trigonometri- 
sche Tangente des Winkels, unter welchem die Sehne die Abscis- 
senaxe schneidet, heisse kurz *, so folgt für die Gleichung der in 
Rede stehenden Geraden: y = s.r, wofern L sj kleiner als 90° vor- 
ausgesetzt wird. Dann folgt: 

(*x + ry + {x: + S)*=r\ 
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daher 

(** -+-l)^r* •+- 2(%y + = r* — o* a — y>, 
daraus ergeben sich die zwei Abscissen der Durchschnittspunkte der 



eingelegten. Linie mit dem Kreise, oder 

x \ _ -(xy + d)dbV[(r*-<F>~y*) (s» 1) (zy + d)*) 
ae>\ — ; s'-f-l .... . . » 

somit die zugehörigen Ordinaten.* 

yM — ^Ti 

* • i * • » • 

Die Länge T der Sehne im Kreise aber wird durch 

T=V^[(y -y)'-H* 

1/(2» + 1) X» -f. 1 J 

— 2V/ [r» — Cos * — o* Sin *) 3 ] ;V 

sich ausdrücken lassen. ' 
Hieraus folgt: 

S V/[(/^l (fa) s a + 2y£ftK -f- (r» — 

Setzt man dieses = 0, so folgt, wofern man die positiven Werthe 
von T berücksichtigt: j - 

I ' ' 2) See *'=0. ' 

Der Nenner bringt 

-yddb\/ly*<f*-(r*-y*) (r '-cf» )] — y.fifl/fy'+^-r') 
^ * = r»-d* — F»TZ^5 — 

Dieser letzte Werth ist die trigonometrische Tangente des Winkels 
einer von dem Punkte (y, d) aus an den Kreis gehenden Berühren- 
den. Ist aber 

4) yoV-f-(<?»— — fr 3 — — r<f=o, 
so wird dieser Werth sehr verschiedene Antworten auf 



•; 



Frage geben, je nachdem d = y angenommen wurde. Es sei 

< 

Erste J>y, also ydx* -f- (<?» —y*)x* (y % — <? ')« — yJ=0, so 
folgt, .) »=+1; b) c) , = y '-^V/ l( y).-^) 

Dieser letzte Ausdruck bleibt brauchbar so lange : fr»— <y*)»>4/»(T» 

lBl. 

Ceber die Art der eminenten Werthe in diesen Fällen _gibt; • 
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rfT — iydx' — 3(tf» — ?')«' -+■ (<>* — y') i '.K. 

BesoMd. Kür x = + 1 wird: qa ^j^T, f»r* = -l 
aber: = r T . Es ergiebt sich demnach im ersten 

Falle wofern: (y — o*)*|^2(J* oder wofern y ^ 6{dh 1), in 

zweiten Falle, wofern: (y -+-<*)* ^2<J* ofer 1^2—1) ist, 

für das obere Zeichen ein Maximum, für das untere Zeichen eio 
Minimum, sobald T positiv ist, wie vorausgesetzt wnrde. 

tt*T__ [((y* — «T»)» — *y'tT») «y» — tT»)=fc\^(y» ~ <T»)» ^yj^ 

'~:- aiS ' 2yrfT ' - rrr 

Hier gibt es demnach sowohl Maxima als Minima, je nachdem y, 

ö*, x das Zeichen ändert. Der Werth (y* — o**) a rnuss 

stets positiv bleiben, damit 2 möglich wird, 7* wurde positiv vor- 

.... d*T ' 

ausgesetzt, und es hängt somit das Zeichen von -y— bloss von 

denen des y, d und * ab. Die Grösse der ausgezeichneten Seboe 
wird hierfür abef: ^ "~" W 

K » [y'=fc\/((y»-c;^-4y=tr»)] (y*~<^) 

Für a ■■ — rb 1 lässt sich die Lage der Sehnen durch eine ein- 
fache Construetio n leicht anschaulich machen. Der allgemeine Aus- 
druck: T=2V/[r a — (y Cos * — ö* Sin kann, jW nachdem 
nämlich y oder <J positiv oder negativ angenommen wird, durch die 
einzelnen Quadranten nur folgende Formen: 

oder • ] .... 

T= 2|/(r» — (zhy Sin *zb(J Cos 5s) 3 J , 

haben. Ist nun in Taf. V. Fig. 5.: -tfZ>=:y, CD — Ö und FA 
die unter dem Winkel s = L_ FED durch deu Kreis gebende 
Sehne, CM so wie DL, perpendikulär zu dieser Linie, läuft ferner 
CJL parallel derselben, so wird: DK — y Cos *, f)/^ — d Sin 2, 
somit KJL c= CM^=. y Ooa ä — o* Sin ; • ' -V »•#.*, ^-i- 1 

- ^.asSi/V-H* €0* * — 6 Sin %)*] qp X ,„ 

Legt man aber Sehne /»ö unter dem Winkel xsssLQW ein, 
indem XV5r = y, CT=d genommen wird, fällt von C das Per- 
peudikel -4M iutf uwA zieht J7J parallel hiermit T*W ? ober 



Digitized by Google 



391 

perpendikulär zu CN % so folgt: CW=ä Sin a, TH = r Cos s, 
also CJVz=zd Sin »H-f Cos *, daher ferner 

/>ö = 2l/[r a — ((f Sin a-f-/ Cos *)*]. 
Für Z_* = 45° wird Cos * = Sin * = Tang * = 1 ; 

T= 2 J/[r* — Ffir Tang * = — 1 kommt aber 

r=2\/[r a — ^^]. Zieht man demnach durch den ge- 

f ebenen Punkt <T), oder auch jPQ durch denselben parallel mit 
en Seiten eines im Kreise gezeichneten Quadrates, so sind dieses 
die gewünschten eminenten Sehnen für Fall a) und b). 
Weniger kurz wird die Coostructiön für: 

oder für c) unter Nr. 4.; indessen gelingt sie, wenn man die Be- 
dingung: (y* — d*)*^>4y 2 d % einhält und 

. T £-f*V(£-,J>--» 

auf die Form: 

•. » 

x = m — n dz V ((m — «) 1 ) ( (m — n) — 1 ) 

bringt, oder wofern man, und was noch mehr Klarheit über die 
Lage der durch diesen Werth bedingten Sehne verbreitet, folgen- 
der Betrachtung folgt. Nennt man den Winkel der Geraden, wel- 
che den Mittelpunkt des Kreises und den Punkt {y, 6) verbindet, 

mit dem der Abscissenaxe parallelen Radius c, so wird ^ = Tg 

daher : 

a=s T g ,-Cot y ± |/ (( T p ,-Cot v y _ X) 

= — Cot 2v dt V((Cot 2v)* — 1). 

Wäre in Taf.V. Fig. 5. nun €E=EF, LFCE=LEFC=w, so 

folgte LFED=2w = L*> Bomit Tg *=Tg 2w= A J[* g ^ }> , 

woraus ferner Tg w == — Cot 2f^±V // ((Cot Hw) 7 -4-1) sich ergibt. 
Der obige Werth von x lässt sich leicht auf diese Form z urück- * 
führen, sobald man nur: Cot %vz= . ± \/((Cot 2u>) % 1) setzt. 

Dann kommt: =p l/((Cut 2w)* -f-l)±Cot 2w = x. Da nun w 
ein ganz, will kührlicher Winkel ist., so gibt die Substitution; 

Cot 2t;=dtl/((Cot 2w)^l)=db^~ oder ** 
für t> auch alle mögliche Grössen. Es entspricht demnach 
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Allgemein, da immer 2v = ~== lg [^|^-^7=], so folgt 
~ . 1 . .lshSin 2wA^"l 1 

Iv = — — ^= Icr ( — —t=\ , wovon zwar hier immer nur 

der eine Werth, weiter unten aber auch der andere seine Verwen- 
dung findet. Lässt sich mit dieser Substitution noch die Bedin- 
gung: (Cot 2t>) a >l, somit: (Cot 2w) a ^0, vereinigen, so ist die 
Lage der Sehne immer möglich. Letzteres verlangt aber nur: 
2«7__90°, und es wird L.% der Aussenwinkel in einem gleich- 
schenkligen Dreieck, von dessen gleichen Winkeln jeder v ist. 



* 
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Dieses alles tritt ein, wofern y<6 gesetzt wird, was sich recht 
gut mit (r' - > verträgt. 
Nimmt mao in der Formel: 

d* 

aber y>o*, so genügt derselben: * = ^f und * = — — , nebst: 



Cot f — 



Tg y :±:|/[ ( Cot "7 Tg V i] 



2 

ss Cot 2» db V/[(Cot 2»)* — 1], 
Dach den oben gemachten Voraussetzungen. Die ersten beiden 

Werthe geben für: T stets 2f and 2l/[r* — JP Hh^lT Auf den 
letzten lassen sich aber die oben angeg ebenen Betrachtungen wie* 

der in Anwendung bringen. T=2V // [r 3 — (y a -f- o* 3 )] ist eine 
kleinste Sehne, wie sich leicht an Taf. V. Fig. 6. zeigen lässt. 
Ist nämlich CD = d, JJE=y, so entspricht die auf CE senkrechte 
Linie MA dem eben genannten Werthe von T. Jede andere Sehne 
aber, wie PQ hat, wegen CL,*CEC, wofern CL perpendikulär 
zn QP steht, auch eine grössere Länge als J/A. Dieses ist der 
Füll, welcher in manchen Lehrbüchern allein, als eine ausgezeich- 
nete Sehne gebend, angeführt wird. 

Endlich bringt noch für die vorige Gleichung 4). c): y = S, 

x = db 1/ — 1 und *==±1 und somit T= 2r. 

Liegt der Punkt *(y t 6) auf der Peripherie des Kreises, oder 

.ist Viy*-*- d a ) = r, folglich = T=2r, ebenfalls ein be- 
kannter Fall. 

Die ganze Untersuchung gibt nun unter der Voraussetzung, 
dass ^.*^>90° ist, im Allgemeinen drei wesentlich verschiedene 
von demselben Punkte durch den Kreis gehende ausgezeichnete Seh- 
nen, abgesehen von der nur unter Umständen als kleinstes anzu- 
sehenden Berührenden. , 

Setzt man gleich anfänglich L * grösser als 90°, also etwa 
= 90° -+-*' vorauB) 80 kommt für Tang * nun überall: —Cot 
was zwar 4). a) und 4). b) nicht, wohl aber 4). c) wesentlich ändert. 
Wir erhalten im letzten Falle: 

- _ ; ' -2yd 

lang * - - - - - jTjp _ d2)a - 

Ans 3) der Berührenden wird jetzt eine Normale, ein Resultat, was 
in mehren Lehrbüchern wieder als einzige ausgezeichnete Sehne an- 
geführt sich vorfindet. Es ist leicht dieses a uf andere Weise auf- 
zufinden. Aus T= V\{y — r) a -f-(^ — d)*[ folgt nämlich, wenn 
y und a: Coordinaten der Peripherie, wie oben, bedeuten, wegen 

? + also wegen Jf E = V {{!/ -yy+ { x-WY 

wovon der Zähler =0 genommen, die Gleichung einer vom Punkte 
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{/, J) aus an den Kreis gezogene Normale, wie bekannt, darstellt. 

Wegen ^ = - j ergibt sich : a:y-yd=Ü y f = 7* was T=2r 

bringt. , _ . ! ««' J %• • 

Lässt man )s > 180° werden, so ändert sich in den anfäng- 



lichen Bestimmungen (für den ersten Quadranten) nichts, wohl 
•aber für /„*>270 o , was alles leicht zu übersehen ist. 



1 1 . 



XLIV. 

Anderer Beweis für die beiden Theoreme in 



. i , 



Ii 



Tbl. III. Nr. XXXV. 

Von 

Herrn A. Göpel 

zu Berlin. 



• « 



• 1 

Wenn 

(** H- -r- 1) (** + a 2 s -f- 1) (*' -+- 1) 

gesetzt wird, so ist 

1) A m =C m ^-{n — m^ ( i) l C«-5 + (» — 

2) C m = A m — \{n — m-\- 1), + (// — m) 0 ] A m ^ 2 

[(/» — m -f- 2), -f- (» — m-f-l),!^*^ 

_[( Ä -„ + 3) J +(/»-« + 2) a ] J*-6+ , 

wo r OT die Summe der Pruducte zu m aus den Elementen 
U %i ... a n ist. 

Beweis. 1) Man hat bekanntlich 

(a«H-a t »-+-l) <** -h «,* H- l) + 4-1) = 

(s* + l -4-a,a) (s a -f-l-r-tt a >) (** -f- 1 -+- «„*) = 

(*' 1)« -f- H- -+- 1)*^ 2 ** -f- •....-!- 

Da nun A m der Coeffmcnt von % m in der Entwicklung dieses 
Ausdrucks ist, su darf man, um A m zu finden, nur die mit % m be- 
hafteten Glieder in der Entwickelung jedes einzelnen Summanden 
jenes Ausdrucks ausscheiden. Ks enthalten aber die auf das Glied 
C m (%* -4- \) nr ~ m x m folgenden Glieder offenbar nur höhere Potenseo 
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von % als die 0»te. Das genannte Glied enthalt die Potenz C m at m .; 
das vorhergehende Glied C m -^(s* -fr- l) w_ »-h*»»— i enthält keine 
Potenz weil •(** -fr- 1)"— nur gerade Potenzen von x ent- 
hält. Das nächstvorhergebende Glied C m — 2(2* -fr- i )*-*•+&*«■— 2 ent- 
hält die Potenz {n — m -fr- 2), C m -2* m ; und so abwechselnd weiter: 

0, {„ _*r-4-4) a <7,»_4»", 0, (» — m-fr-ö),*?,*-«^, 0, Folg. 

lieh hat man , , 1 



• • » im * 



A m = C m -fr- (n - m -fr- 2), C„_ 2 -fr- (» +■ « -f- 4) 3 

'2) Fügt man in der vorgegebenen Gleichung links die gleich- 
weit von der Mitte abstehenden Glieder zu je eiuem Gliede zusam- 
men, dividirt dann beiderseits derch *» und setzt zur Abkür- 
zung * -fr-*-i = ^r, so erhält man, wenn der Gleichförmigkeit 
wegen l = A 0 gesetzt wird, 

Jfjffß + 3 h,) 4_ ^ + Ä -*+l) -fr- .... -+- A^(x -fr- -fr- ^„ 

'«ss (* H-ä-1 -fr-a.) (* -fr- *-i -fr- «,) + + «*k 

rssCr-fr-a,) (.rrfr-**,) .... (^ + a«) 

= .r»-4- C t jß*-* -fr- C,.r»-2 -fr- ... -fr- C„_i^r -fr- C n . 

Um nun Cm zu finden, darf man nur den ersten dieser Ausdrücke 
nach Potenzen von a: entwickeln. Zu diesem Behufe setze man 

anstatt A oi A x . . . . A n heziehlich w*— ti°. Es ist klar 

duss wenn man den so entstehenden Ausdruck. , 

(A) . . . «° -fr- (* -fr- (*' -fr- -fr- . . . . -fr- (*« -fr- *-»)«» 

♦ 

in Bezug auf x und « entwickelt und dann für u°, */, . . . he- 
ziehlich wieder A„ 9 A n —i*»*.A a einsetzt, die verlangte Entwicke- 
lang erhalten werden wird. Die beiden geometrischen Progressio- 
nen des letztgenannten Ausdrucks sind leicht zu summireu, und 
man erhält 

* • 1 .... »i 

xu — a;"-fr-ltt*-M %— \ u — %—n—\ u n+-\ . 

, ,. ». 

oder nach ausgeführter Addition 



Der zweite dieser Brüche hat in seiner Entwickelung nur höhere 
Potenzen von u als die «te. Da aber der ganze Ausdruck keine sol- 
chen Porenzen enthält, so folgt dass dieser zweite Bruch sich gegen 
die höheren Potenzen von u in der Entwickelung des ersten Bruchs 
1 n~ 

z ' . . hebt, und dass also die verlangte Entwickelung des 

Ausdrucks [A] aus den ersten Gliedern der Entwickelung von 

, bis zur »ten Potenz von u einschliesslich besteht. 

Diese Entwicklung ist nun 

1 -fr- u{a? — u) -fr- «»(ar — •#)* -fr- u*{x — •#)* -fr- .... 
— «#* — - u*{a: — u) — u*{a: — u) 2 — »'(.r — «)' — . 



• • . 



Sammelt man in diesem Ausdrucke die (* — <w)ten Potenzen von x 
zusammen, so findet sich dass in den beiden Reihen die Glieder 
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«"-«(^ — v)*— m und — »*— l *+- 2 (^p — •v)*— *■ bezieh lieh die ersten 
sind, welche eine solche Potenz enthalten, und dass der Coeffizieot 
von x n ~ m daher folgendermassen ausgedrückt ist : 

— {n — m-{- l),«»-«^2 _|_ ( rt _ w + 2) 3 ««-«-M — 

* 

wo die Potenzen von « nur bis zur »ten einschliesslich fortzusetzen 

sind. Setzt mau endlich für m * « I », beziehlich wieder 

-i«,, ^„+2 ein, so ergiebt sich der Coeflicient von 

nämlich C, 

C m = A m — \(n — m-\~\) x -f- (* — m) ö \A m —i 

-h [(» -m-l-2), -f- (/» — OT -f- 1),]^^ — . . . . 



Anmerkung. Setzt man = A x = . . . = A n = 0, wäh- 
rend ^/ (> = 1 bleibt, so erhält man 

C 0 = l, C 1= 0, =_[(«-- 1), +-(»-- 2) G ], C, =0, 

C. = -[(»- 3), + (<• -4),], 

folglich die bekannte Cntwickelung 

*» *-* = a:» — [(* — 1), ■+- (» — 2) 0 ]^-ä 

+ K» - 2), -h (» - 3) , — 

oder .ar = 2 cos y gesetzt, wodurch * = cos y-\-i sin y wird, 

2cos »y=(2cos y)» — [(* — 1), -f- (» — 2) 0 ] (2cos y)»-* 

-H [(» — 2) a + (» — 3) a ] (2cos y)«-» - . . . 

welche auch hätte zu Hülfe genommen werden können, um unmit- 
telbar zum erwünschten Resultate zu gelangen. 

Zusatz. In den oben bewiesenen beiden Formeln sind die 
Summen der Producte der Wurzeln der einen von den beiden 
Gleichungen 

*2"H-J 1 s2«-i-f.J J s2«-»+ . . . -h^ 2 a a -4-^*4- 1 =0, 

.r»-f- c7,.r«-i+ C x x"-i-\- ... 4- ^_i^r+ C„ = 0 

durch die der andern ausgedrückt. Die Formeln für die Potenz- 
summen der Wurzelu derselben Gleichungen sind eben so leicht 
herstellbar und einfach. Bezeichnet nämlich S m die Summe der 
///ten Potenzen der Wurzeln der ersten Gleichung, s m die der zwei- 
ten, so findet sich: 

*m = *V« + mS m ~2 -+- m 2 S m —4 -f- .... . 

= #»-[(.•-- I) ,+(■■ - 2LK-2 ' 

4-[(^-2) 3 - t -H-3),K- 4 - 

In der ersten muss das letzte Glied um die Hälfte vermindert wer- 
den, wenn m gerade ist. . 



• »• 
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XLV. 

Bemerkung über eine von Ivori gefundene 
Eigenschaft convokaler Ellipsoide. 

...... , Von fc» , 

Herrn Doctor Haedenkamp , 

Oberlehrer am Gymnasium zu Hamm in Westphalen. ! 



Bekanntlich hat Ivori gefunden, dass es nuf zweien convoka- 
ea Kllipsoidcn je 2 correspondirende Punkte gebe, welche die 
Eigenschaft haben, dass die von diesen Punkten nach zweien an- 
leren enrrespondirenden Punkten gezogenen Radien immer wieder 
rleich sind. Ich will hier zeigen, dass diese sogenannten correspon- 
lirenden Punkte die Durchschnittspunkte der. beiden convokalen 
Ivperboloide (mit gebrochener' und ununterbrochener Höhlung) mit 
len beiden convokalen Ellipsoideo sind. Man kann diesen Satz 
eicht aus der von Ivori selbst geführten Analyse herleiten. Der 
olgende- Beweis deckt noch einige merkwürdige Beziehungen der 
1 convokalen Oberflachen zweiter Ordnung auf. , 

Bezeichnen 6, c die Quadrate der halben Axcn eines Ellip- 4 
oids und x % //. % die Coordinaten irgend eines Punktes desselben, 
^egt man durch den Mittelpunkt des Ellpsoids eine Ebene, die pa- 
allel mit der durch {xyz) gelegten Tangenten - Ebene ist; so wer- 
eo die Quadrate der halben Axen dieses Schnittes die wir durch 
ii r % bezeichnen, durch die Wurzeln der Gleichung 



a — r h — r ' c — r 

estimmt. Drückt man die Coordinaten xyz durch diese Axen aus, 
I hat man folgende, für viele Untersuchungen wichtige, Coordiua- 
n -Transformation: 



t _ 2 a{a— r x ) (a — r 2 ) 9 — r,) (A — f t ) 

(«, — b) {a-c) ' y — {b-a) (b-c) • 



i . 'i 



c(c — r x ) (c — r») 
* — \c-a) {c-b) • 

egt mau nun durch den Punkt (^rya) die beiden Hyperboloiden 
it gebrochener und ununterbrochener Höhlung, die dem gegebenen 
Hipsoide convoknl sind, und nennj man die Quadrate der halben 
Ken derselben a l b l c l und a z b % c^ so werden dieselben folgender- 
ussen dnreh die Axen des Schnittes ausgedrückt, 
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t 

(a x =a — r,, b, = b — r t , c x =c — r t \ 

daher wird auch nach (1): 

6 \ * — {a-&) («-*)' y — * 

Die beiden Tangenten-Ebenen im Punkte l otva \ an die beiden con- 
vokalen Hyperboloiden gelegt, schneiden die Tangenten- Ebene, 
welche man in demselben Funkte {scy%\ an das Ellipsoid legt, in 
Linien, 4lie der Richtung der Axen des Schnittes parallel sind. 
Nennt man die Determinanten dieser Linien (die Abscissen der Win- 
kel die diese Linien mit den Axen bilden , £q£ und {,JJ,C,, so erhält 
man leicht ■ }t , , ' » 

?=f ©, , = f 0, J=f ©, 

a x ü t c x 

1 <*2 C 3 



1 & ' t y* »» (r, — r,)» 

. 1 = . y a , «' = <r.-r ,)». , . 

, , .... «V «a* \V, ' . f 

< • » • 

0 uud 0, sind die auf die genannte Tangenten -Ebene ge- 
fällten Perpendikel! ' 

Da die Durchschnittslinien der Hyperboloiden mit dem Eilipsoide 
Krümmungslinien sind, so ergibt sich aus den (ileichungen (3), 
üass für die eine dieser Curven die eine Axe, und für die andere 
Curve die andere Axe der entsprechenden Schnitte constant ist. 
Die bekannten Gleichungen der Projectionen dieser Krümmungs- 
linien lassen sich leicht aus den Gleichungen (1) in Verbindung 
mit der des Kllipsoids ableiten. Die Projectionen der Curven in 
der Ebene (xy) sind durch folgende Gleichungen ausgedrückt: 

a—c b — c _ - 

a-c B b-c 



Die eine dieser Curven ist eine Ellipse, die andere eine Hyperbel, 
da die eine der Axen r, und r % zwischen a und b und die andere 
zwischen b und c liegt. Die Halbmesser der grössten und klein- 
sten Krümmung im Punkte (&y%) sind: 



■ 1 • ' 1/55 1/551. ! ' *' 

V abc ' r abc 

Mit Hülfe der vorhergehenden Koordinaten -Transformat 
man auch leicht die von Jacobi gefundene Gleichung der 



ion findet 
kürzesten 
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Linie auf einem dreiaxigen Ellipsoide, wie ich im 22. Bande d. J. 
f. d. r. u. a. M. S. 188 gezeigt habe. 

Denken wir uns ferner ein zweites Ellipsoid, welches dem er- 
sten convokal ist, dessen Quadrate der halben Axen durch a 0 6 0 c 0 
bezeichnet werden sollen , s^f ^tcd dieses die genannten Byperbo- 
loide in einem Punkte schneiden, dessen Coordinaten & 0 y 0 z 0 nach 

*' — (a-c)' y ° "~"(A-a) — c)' *° ""(r-«> 

Die Relationen zwischen den Coordinaten der beiden Durchschnitts« 
punkte (xyz) and (^y Q *J sind:. . „ ; , a . t ,; n , , 



y r ö s r <r 



Denken wir uns jetzt zwei andere, den gegebenen Ellipsoiden oon* 
vokale Hyperboloiden mit gebrochener und ununterbrochener Höh- 
lung, die das erste und zweite Ellipsoid in Punkten schneiden, 
deren Coordinaten durch aßy und u 0 ß 0 y 0 bezeichnet werden, so 
bat man ebenso zwischen diesen Coordinaten die Relationen: 

^o— 1/5 &— lA — \M: 

Hieraus erhält man in Verbindung mit den Gleichungen (5)s 

a 0 a; = aa: 0 , ß 0 y = ßy oy y 0 x = yx 0 

und folglich 

(^o - «)* + (yo - + (*. - y) % 

= (a: - «„)* -f- (y - /J 0 )' -I- (* - Yo) % ; 
welche Gleichung den Ivorischen Satz ausdruckt. 
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t » 1*1 «Ii . I . . V. i. " . M " \. . ' 

- — - — - — — - • 



XLVI. 

Ü . * • * ' » * ».»I»' # 

Mechanische Construction der Lemniscate. 

Von dem 

i * , •» 

Herrn Doctor Haedenkamp 

Oberlehrer am Gymnasium iu Hamm in Wesrphalen. 

i 



Denkt man lieh zwei gleiche Kreise, deren Mittelpunkte C uod 
C, und bewegt eine Linie gleich der Axc CO so, dass deren End- 
punkte sich in entgegengesetzter Richtung in den Peripherien der 
beiden Kreise bewegen , so beschreibt die Mitte der Linie CC die 
Fusspunkteucurve einer Hyperbel, deren Gleichung i • 

.n ... £- m»f-( ff 4 ) sin* y = Q* 

ist; in welcher r der Radius der Kreise, d die Entfernung der Mit- 
telpunkte und q ei n Radius der Curve. Macht man 

* d* — 2#* y 

so wird die Curve eine Lemniscate. Diese lässt sich hiernach leicht 
mechanisch construiren. • .« • 



XLVH. 

Allgemeines Theorem für die Verwandlung einer 
Funktion in eine unendliche 



Von 

Herrn Doctor O. Schlömilch 

— 

zu Weimar. 



Die Differenzialrechnung giebt bekanntlich die Methoden an, 
durch welche man eine beliebige Funktion F\#) in eine Reibe 



Digitized by GooqI 



» < 



401 



entwickeln kann, die nach den steigenden Potenzen einer anderen 
willkürlichen Funktion fortläuft, so dass das Resultat die 

Form bat 

^jr)s^ 9 +^ l ^(or) + ^(«) + ^«v!(«) + .«. Yt\ 



■ • 



Hierher gehört besonders der von Biirmann gefundene Satz*), 
aus welchem sich für F(&) = \p(x)=:x:a* folgende Reihe ab- 
leiten lässt: 



* * 



Diese giebt spezieller für a = 6 = e 

^ — 1-4-^-1' ££2-4-2»' £L£f_3* ^Y» . m 
«*— * + 1 1 ' 1.2 ^ ' 1.2.3 * 1.2.3.4^ l 1 * 

Davon kann man folgende elegante Anwendung machen. Man 
multiplizire durchgängig mit <f(:t;)(/.r % wobei (p(a;) eine ganz belie- 
bige Funktion bedeutet, und integrire zwischen den willküb rücken 
Gränzen a und so wird 

1,2t/ « TK 1.2.3*/ a ^ 

- r^7TTkfl* Ae * x 9Wte+ (2) 

Setzen wir jetzt 

f h a eP*<p(x)<la;=f(p) (3) 

♦ 

■ 

worin p eine willkührliche Constante bedeutet, so giebt eine »ma- 
lige Differenziation nach p: 

oder, wenn wir nach geschehener Differenziation nz=n setzen und 
den fiten Differenzialquotienten von f(p) mit f n {p ) bezeichnen, , 

f*(p — ti)— J a? n e nx <p(x)da:. 

Nach dieser Formel und der vorhergehenden (3) lassen sich sämmt- 
liehe Integrale in (2) ausführen und wir erhalten sogleich den 
Satz: / 



°) M. s. hierüber: Lacroix, Traite du calcul differentiel etc. Tome III. 
pag. 623, oder: Supplemente zum raatb. Wörterb. Art. Burmannische 
Reihe. 

n»«u Iii. 26 
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Ob diese Reihe nach den Potenzen einer in f(p) enthaltenen Con- 
stanten fortschreite oder nicht, hängt von der Natur der Funktion 
f(p) ab, wie man aus den folgendeu Heispielen erkennen wird. 

1) Ei w£-fip)*L{;+?py 9 so U >' 

/^)=^-i)...(^-„ + i) (u+py-», 

also 

f*(n) = ^ 1) . . . . ( M - n + 1) (« + nf-* 
und demnach: 

(c + iy* = a. u +f(o + lf-i 

1,4 i . a . a t 

oder, wenn wir die BinomialkoefGzienten mit u 0i u., u. s.w. be« 
zeichnen : 

i •.•»»* 

(a -t- 1)^ = ^4- /x.fa + iy^-i * 
-l> a (« + 2^ + 2V,(« + 3)^-»-3> 4 («^-4)(^l + (5) 

Aus diesem bemerkenswerten Satze Hesse steh eine Reihe Eigen- 
schaften der BinomialkoefGzienten ableiten, wenn man nämlich 
Alles auf beiden Seiten nach Potenzen von a ordnete und die 
Cocffizienten gleicher Potenzen vergliche. So sind z. B. die Coef- 
iizienten von ct°: 

1 = 1^-1^, —1« . 2"->,-f-2* .a"-»/t*,— 3» .4«-^« + .. . 

• • • * * 



oder: 



Will man die Reihe (5) für andere als positive ganze fi brauchen, 
so muss man darauf sehen, das* sie convergirt, was übrigens io 
den meisten Fallen statt findet. 



2) Es sei /(/>) = /(«-!-/>), so wird , Nl >., 



— # . , <v . 1.2.3. *• (f$ ■~" 1) 

/»fr) g° (-*)»-'• ■ {a +py. ' • 

also , 
und folglich 
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Die Reihe convergirt für jedes positive a und giebt i. B. für «=1: 

* . : .7 1*»' ,1 . .. a a . . ! : v t! ! < -Js i» 



3) Es sei/(^)=sio«/>, so hat man /*(/>)=«" sin läth-lnn}, 
folglich ■ *™ 

a cos a a* sin 2« • ft _ er* cos 3a 

sin « = — t hl' • — T2~~ — 2 ' 1 2 3 

, «, a* sin 4a /A v 

* TTTsti ^ 

• - • . . • N i • 1 : - ! * ' - " « ' 

wobei das Zeichen von Paas zu Paar wechselt. 

Man erhält ganz ähnlich für f(p) = cos aps, ^ ; 

- a sin. ä t . «* cos 2a . 0 - a" sin 3a , / 

cosa==1 _ i. .— J-J-+ 2'. -j-^y- 

Beide Reihen convergiren nur, wenn a ein ächter Bruch ist. Nimmt 
man f(p) = e«p, so kommt man auf die Gleichung (1) zurück. 



i — . i- i -f. 



1 ' * 



Ii — 

• 4 



XLVIII. 

Auszug aus einem Schreiben von Herrn A. 
Göpel zu Berlin an den Herausgeber. 

• 'ii,l..*, • M-»/ '.n .. ,V •> ■•• i'w 

i • . i tt \ •' - i . ■ . ~ • ••!»•'■ : > ü* •'»;!» < • 

Ew. u.s.w. haben in 4em Aufeatze Tbl. III. Nr. XXIX. eine ele. 
gante Eigenschaft des Kreises bewiesen: dass wenn A t9 A„ A % , 
A f irgend vier auf einander folgeude Punkte seiner Peripherie bß r 
zeichnen, dann für jeu*en andern-Punkt Q seiner Ebene immer 

0 = ^0». A4 t A t A< -A % 0* . bA,A+J,+A x G* . kA 4 J s 4* 

^A 4 0 % . [^A l A 2 A s 



2 • 



ist. So wenig man auch diese Eigenschaft zu verallg< 
strebt, so gelangt man doch zu einem Satze, der keineswegs einer 
besondern Kurve, sondetu betiebiiren fünf Punkten 1 , , A„ A„ 
A A und 0 in einer Ebene zukommt. Man erhält nämlich jenen 
Ausdruck «xi. 



26 ' 
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A x O % . faA*A t A A — u. 8. w. = Const., 



d. h. unabhängig von der Lage des Punktes 0. Um dies zu be- 
weisen, befolge ich den von Ihnen gebrauchten Gang, indem ich 
nur statt r beziehlich r,, r,, r,, r 4 setze, um der Bedingung, dasi 
alle 4 Punkte auf einem Kreise liegen, zu entgehen. Auf diese 
Art erhält man 

H- + (* a + - ~ = r B « 
ä?i a ~f~ y% 2 ~f~ (•* ~f~ ^*) — 2«.r, — 2*y, = r , ■ 
ar 4 » -+- y 4 2 -fr- (* 2 -f- b % \ — 2ar.r 4 — 2£y 4 = r 4 *. 

Multiplicirt man diese Gleichungen beziehlich mit 

kA 2 A t A„ —hA t A A A„ (±A K A X A„ — kkA\ A % A % 
' \ * i ' • 

so ergiebt sich, wegen der in Ihrer Abhandlung bewiesenen Glei- 
chungen: . - 

&A>A,A A - ^A t A A A x +kA.A x A, - ^A x A % A t =0 
(A) a? x . faA % A t A t — ar, . ^A t A A A x -har, . A^4^i^i 

— ^ 4 . AA l A 2 A, = 0 

y, . hA 2 A 9 A 4 — y, . J^AjA^Aj-jh y% • ä A ^A l A i 

— ^4 • &A x A 2 A t = 0 

schliesslich die Gleichung 

-f-yi a ) . A A * A * A . -(^, a -f-y,*) • 

= r, 2 . &A 2 A t A A — r, 2 . &A t A 4 A x -f-r,* . &A 4 A X A S 

-r*.kA x A,A x . 

Da nun die Ausdrücke .ar^-f-y, 2 , ar,M-y»*, u. s. w. die Quadrate 
der Abstände der Punkte A x% A„ u. s.w. vom Anfangspunkte der 
Coordinaten sind, da ferner dieser letztere, so wie auch der Punkt 
(«, 6) ganz willkührlicb sind, so erhellet aus dieser Gleichung die 
Wahrheit des Behaupteten. Um den Werth jener Constanten zu fin- 
den, darf man nur dem Punkte (a, V) eine solche besondere Lage 
geben, welche den obigen Ausdruck möglichst vereinfacht. Liegen 
z. B. die vier Punkte im Kreise, so sei («, l) der Mittelpunkt des- 
selben; alsdann ist r, = r a =r, = r 4 und man erhält, wegen der 
ersten der Gleichungen (A). Null als den Wert Ii der Constanten, 
womit Ihr Lehrsatz bewiesen ist. Liegen die vier Punkte nicht 
im Kreise, so sei (a, b) z. B. der Mittelpunkt des dnreh A Xi A„ 
A s gehenden Kreises; dann hat man #•,=#•,=» r, und, wegen 
der ersten Gleichung (A) 9 

A x O* . AA % A t A A — u. 8. w. ssfr,*— r 4 2 ) ^A X A % A % . 

Hier ist offenbar r,*— r 4 2 gleich der Potenz des Kreises A X A 3 A X 
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in Bezug auf den Punkt A A oder P(A l A t A l )A 4t welcher Auf- 
druck positiv oder negativ zu nehmen ist, jenachdem A 4 innerhalb 
oder ausserhalb jenes Kreises liegt. Demnach bat man allgemein 

den Werth jener Constanten . .» «: 

»/iviImw» fort dhsfr oib »»ihi <; „ ,, , t< , « 

=s:P{A l A 9 A 1 )A 4 . hA t A 9 A s 

oder auch 

— J*(A t A t A t)A \ . ^4|4|#i 

Alles Obige gilt natürlich auch noch, wenn man die Beschränkung 
dass J n ^ 4 die Ecken eines convexeu Vierecks sein 

sollen, aufhebt; wenn man nur noch bestimmt, dass diejenigen 
Dreiecksinbalte faA t A 9 A 99 u. a. w., deren Ecken in derselben 
Reibenfolge liegen, als positiv (oder negativ), die andern aber als 
negativ (oder positiv) in Rechnung gezogen werden sollen. 

Das Unternehmen des Herrn Strauch, eine Beispielsammlung 
zur Anwendung des Variationscalculs herauszugeben, ist um so ver- 
dienstlicher , je schwieriger eine solche Arbeit bei der Mangelhaf- 
tigkeit aller Vorarbeiten ist. Es wird daher gewiss Jeder wün- 
sehen, ein derartiges Werk in möglichster Vollkommenheit ausge- 
führt zu sehen. Ilm zu diesem Zwecke mit beizutragen und weil 
der Herr Verfasser selbst zu Bemerkungen über seine Abhandlung 
aufgefordert hat, trage ich kein Bedenken, Ihnen einige Betrach- 
tungen darüber mitzutheilen; zumal da dieselben von so geringem 
Gewichte sind, dass sie nur zu ganz leichten Abänderungen veran- 
lassen würden, falls Herr Strauch sie für begründet halten sollte. 
Auf 'S. 121. wird der Unterschied zwischen der Differential- und 
der Variationsrechnung darin gesetzt, dass die erstere die Werthe 
der unabhängigen Veränderlichen in andere Werthe übergehen lässt, 
während die letztere Functionen von Veränderlichen in andere 
Functionen sich verändern lässt. Diese Unterscheidung dürfte 
eben so unbestimmt sein, als es der Unterschied zwischen Werthen 
und Functionen ist; insofern nämlich im Calcill die sogenannten 
speciellen Werthe eben so gut durch unbestimmte Zeichen (Buch- 
stahen) bezeichnet werden , als die Veränderlichen. Der Ausdruck 
der Unbekannten einer quadratischen Litteralgleichung ist z. B. ein 
solcher specieller Werth , insofern die Buchstabencoefficienten der 
Gleichung selbst specielle bestimmte Werthe bedeuten; er ist aber 
auch eine Function jener Coefücienten , insofern letztere jeden be- 
liebigen Werth haben können. Es darf daher jeder gesuchte Werth 
einer Unbekannten als Function der Übrigen in der Aufgabe vor- 
komiaeuden Unbestimmten angesehen werden, und dieser Werth 
wird im Allgemeinen nur dadurch zu einem wirklichen speciellen 
Werthe, d. b. Ziffern werthe werden können, dass allen genannten 
Unbestimmten solche specielle Werthe gegeben werden. Auf der 
andern Seite darf jede gesuchte Function als ein Werth der Un- 
bekannten angesehen werden, weil man unter Werth jeden Aus- 
druck (mag er ein Ziffernwerth sein oder noch Buchstaben enthal- 
ten) versteht, dessen Substitution an die Stelle der Unbekannten 
den Bedingungen der Aufgabe genügt. Aus diesen Gründen glaube 
ich, dass die erwähnte Unterscheidung der Differential- von der 
Variationsrechnung nicht hinlänglich motivirt ist. Dies wird, ausser 
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an den vom Herr» Verf. gegebenen Beispielen, auch noch an zwei 
andern Stellen deutlich. Auf Seite 125. wird nämlich als einfach- 
ster Fall der mittelst der Variationsrechnung au behandelnden Auf- 
gabe vom Grössten und Kleiosten die Autgabe angeführt: diejenige 
Function y von x zu finden, welche den Werth des Ausdrucks 
f{x, y) für jeden beliebigen Werth des x zu einem Maximum 
macht. Diese Aufgabe lässt sich aber bekanntlich vollständig ver- 
mittelst der Differentialrechnung lösen; denn sie ist nicht verschie- 
den von der Aufgabe, das MHximara von /(«, js) oder wenn man 
will /"(3, &) für veränderliche Werihe von x zu finden. Wenn 
daher der Herr Verf. S. 120. sagt, dass er die Probleme der ersten 
Abtheilung seines Werkes, die nur auf Urfunctionen führen, alle 
selbst zusammensetzen und ausführen musste, so kann man ihm 
hierin nicht ganz Recht geben. Es gehören vielmehr alle in den 
gewöhnlichen Lehrbüchern der Differentialrechnung- und in den 
Samminngen für Maximumsaufgaben enthaltenen Beispiele in seine 
erste Abtheilung. — Die Unterscheidung S. 125. zwischen primä- 
ren und secunuaren Grössten und Kleinsten muss nach dem Obigen 
für unwesentlich gehalten werden. Man wird bald gewähr, dass 
sie nu^ eine Liniheilung der Aufgaben in solche, die einen, und 
solche, die mehrere unabhängig Variable enthalten, hinausläuft. Bs 
würde ebenso passeod seio, sie je nach der Anzahl der letzteren 
in primäre, secundäre, tertiäre, n. s. w. einzuteilen. — Die Fol* 
gen der' gerügten Ungenügendheit der Unterscheidungen ziehen 
sich bis in die Beispiele hin. Wenn in Aufgabe 2. die Gleichung 
y=/.r derjenigen Curve gesucht wird, bei welcher der Ausdruck 

U=y(ar — y)-r-^(« — *) ; 

sowohl für alle Nachbarwerttie des .r. als auch für alle Nachbarcurven 
von y=/r ein Maximum wird, und wenn hierauf als Resultat y=j4r 
erhalten wird, so muss dies geradezu für unrichtig erklärt werden;, 
denn die Aufgabe wird durch jede Curve gelöst, welche durch den 
Funkt {x — \<t, yz=z\a) geht. Die beiden Gleichungen a: — 2?/=0 
und 7/ --4 -a — 2r — 0, zu denen man gelangt, bestimmen in der 
That nur die beiden genannten Coordinateuwerthe für jf ond y 

und lassen den Differentialquotienten ^ völlig unbestimmt. — Ein 

Gleiches gilt von den folgenden Aufgaben 17. 31. 32. — Bei die- 
ser Gelegenheit muss ich darauf aufmerksam machen, dass einige 
von den Bestimmuugsgleichunffcn dieser Aufgaben ohne augen- 
scheinlichen. Grund identische, nie andern nicht identische Gleichun- 
gen genannt werden. So hei-st z. B. in der Aufgabe 2. die Glei- 
chung ac — 2y=0 eine identische, die andere nbery-f-« — 2.ar=0 
eine nicht identische. Diese Benennung hat vermutlich irgend 
einen Zusammenhang mit der vorhin besprochenen Distinction Zwi- 
lchen Werthen und Functionen, Differential- und Variationsrech- 
nung, primärem und secundärem Maximum; weicht aber dermassen 
vom üblichen Sprachgebrauch ab, dass eine desfalsige Krklärung 
des Herrn Strauch erwünscht gewesen wäre. — Die Behandlung 
der Aufgabe 52. scheint eher zu dem f. 24. von Ohm's Lehre des 
Grössten und Kleinsten zn gehören, als zu dem citirten §. 35., 
weil in der Aufgabe zwar ursprünglich 3 Variable eingeführt sind, 
eine derselben aber vermittelst einer der Bedingungsgleichungen 
elimiairt wird , ehe zur Variationenberechnung geschritten wird. 
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In der zur zweiten Abtbeilung gehörigen Aufgabe 70. wird derje- 
nige Werth von y verlangt, welcher U= ^ Py ~t X ^* für alle der 

y 

Gleichung — . jf — a?» = A genügende Nachbarwerthe von y 
zu ein em Ma ximum macht Ks linde t sich ein Werth von 

y = y — ?— , wodurch 

.•S**li> * i . * • • t i* : ■ •« 1 l 

• * - j - ' • Ji . * f ?' 

entsteht. Diese Werthe sind beide doppeldeutig. Cm nun zwischen 
Maximum und Minimum zu entscheiden, sagt der Herr Verf., pflegt 
man sich in solchen Fällen dahin zu entscheiden, dass ein Klein- 
stes stattfinde, wenn U und 6-1/ einerlei Zeichen, ein Gross tes, 
wenn sie entgegengesetzte Zeichen haben. Ein solcher Usus wäre 
schwerlich zu rechtfertigen, da er der gewöhnlichen Bedeutung der 
Ausdrücke Maximum und Minimum widerspräche; auch kommt er, 
so viel mir bekannt ist, nirgends vor. Bekanntlich findet im vor- 
liegenden Falle ein Minimum statt, wenn jc und y dieselben 
Zeichen, ein Maximum, wenn sie entgegengesetzte Zeichen haben. 
Jene willkührliche Entscheidung veranlasst den Herrn Verf. zu 
einer kleinen Uebereilung in Betreff des zweiten, jener Aufgabe 

genügenden Werthes von y. Dieser ist yz=z\/-±a; 2 — A, woraus 
£/ = 0, 6* L = — . = . öV entsteht; und es wird nun, 

wegen der Zeichenlosigkeit von U, behauptet, dass weder ein 
Maximum noch ein Minimum stattfinde. Diese Behauptung meint 
der Herr Verf. auch noch durch den Umstand zu bestätig en, dass 

nicht allein für den gefundenen Kreis y=\/— ar* — A t sondern 
auch für alle andere Kreise U=0 wird, und mithin von einem 
Maximum oder Minimum nicht die Rede sein könne. Allein hierge- 
gen kann wohl mit Recht eingewandt werden, dass die besagten 
Kreise keineswegs die bedungenen Nachbarcurvcn sind, sondern 
dass die letzteren vielmehr in der vo m Herrn V erf. selbst weiter 

unten gefundenen Gleichung y = V E{jc* -f- A) enthalten sind, 
und folglich im vorliegenden Falle, wo E=—l ist, beiderseits 
Ellipsen werden. 

Im Allgemeinen könnte noch in Betreff der Aufgaben der zwei- 
ten Abtheilung angemerkt werden, dass man in den Fällen, wo 
das y durch mehr als eine Gleichung bedingt wird, meistentheils 
weit leichter zum Ziele gelangt (z. B. bei Aufgabe 82.), wenn man 
q und p eliminirt und mittelst Differentiation versucht, ob der für 
y gefundene Werth allen Gleichungen genügt, als wenn man eine 
der Bedingungsgleichungen integrirt und das Resultat derselben 
Probe unterwirft. * : v 
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XLIX. 

Ueber Parabeln im Räume. 



t 



4 



Von 

dein Herausgeber. 



*.; i 
* t 



« ■ . i . 

Wir denken uns, ein rechtwinkliges Coordinaten System der 
xyx allen unsern folgenden Betrachtungen zum («runde legend, 
eine beliebige Parabel im Räume, und bezeichnen die Coordinaten 
des Brennpunkts und des Scheitels dieser Parabel in Bezug auf 
das angenommene Coordinatensystem respective durch a, 6, c und 
a, /?, y\ so sind 



1) 



a — a . x 
; b — ß , ; 



oder 

- ■ • , 

{ a — 

i .-r — a = 

r 



b B 

die Gleichungen der Axe derselben. Fällen wir nun von einem 
beliebigen Punkte der Parabel, dessen Coordinaten durch ar, y, % 
bezeichnet werden sollen, auf die Axe ein Perpendikel, und be- 
zeichnen die Coordinaten des Durchschnittspunktes dieses Perpen- 
dikels mit der Axe der Purabel durch £, ij t £, die veränderlichen 
Coordinaten jetzt aber durch A, > , Z-, so sind 



• • . t 



3 ) 



C 



oder 
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die Gleichungen des io Rede stehenden Perpendikels, und nach 

einem bekannten Satze der analytischen Geometrie hat man also 
wegen 1) nnd 3) dfc Gleichung- • 

oder 



5) («-o) (y_,) + ( c _y) (,-C) = 0. 

Weil aber der Punkt in der Axe der Parabel liegt, so ist 

nach 2) auch 




c-y 

Da nun die Gleichung 5) auch auf folgende Art geschrieben wer- 
den kann: 

(*-«) |(;r_a)-(?-«)h ... , 

■ i(y-fl-(?-/*)|[=0, 



! 



so ist 



(«-«*) l(^-«)-7^ (C-r)l)- 



•• VI 



H-(*-rft J(y — /»)— |zrf r)Ü =o. ,. 
+(*-r)i(»-i4-S5tf-f)l 

und folglich -; 

«, ! (a^a) — + — ß) (y~ß) + (c-<y) (x-y) , 

* • 

Ueberbanpt aber erhält man nun mittelst dieser Formel und der 
Gleichungen 6) die folgenden Ausdrücke: 

i (•-«)• + (4 + ( "^ a) ' 

Ä (g — a) (x — «)-<-(// — ft) (y — ß)-j-(c — y) (s— y) f/ ~ 

(g-a) (ar — «)-♦-• (A — ^) (y — fl-f-(g — y) (*-y) f v 

t — t— (a-.«)»-*-(A-,*)*-h(c-y)* ^ 

und folglich 

v 7) Ö-a)« + h-«»+«-rt» 



|(g-q) - «) (A - /*) (y-ft)-f-(g-y) (*-y)i 3 
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der Parabel als Axe, und deren Scheitel als Anfang der Abscissen 



gleich ist; so haben wir die Gleichung 





-«)'-H(y- 


-£)'-!-(* 


-*)» 




-«)• + (*- 






4. i. B.ch 7) 


•«)' + (!- 


-«■-HC 




1^ 


-«)* + (y- 







"~ V/( tf -«)^(Ä-/J) 3 + (c-y)» 

oder 

wo sich nun fragt, welches Zeichen man au nehmen hat, worüber 
auf folgende Art eine Entscheidung gegeben werden kann. Nähme 
man nämlich das untere Zeichen, so wäre 

l/(*-a)«+l*-flM-(c-/-)» • V^(*~*)MMy-4)M-(*-c)« 

-|(«-a) (*-«-f-(«-a))H-(*-0 (y-^-r-(^-ft). 

-f-(c-y) (*-*-t-(*-r))l 

und folglich 

\{a-«y + {b-ß)* + {c- r y\ |(*-«)*+-(y--J) l -*-(*--<0*|- ' 

Die Gleichungen des dem Punkte {xyx) der Parabel entsprechen- 
den Radius Vectors sind, wenn wieder X, Y, Z die veränderlichen 
Coordinaten bezeichnen: * , 

[X-a= ^ (Z-c), 

Bezeichnen wir also jeden der beiden von diesem Radius Veetor 
mit der Axe der Parabel eingeschlossenen, 180° nicht übersteigen- 
den Winkel durch V\ so ist wegen der Gleichungen 1) und $ 
nach den Principien der analytischeu Geometrie 



Digitized by GooqI 



411 

* 

«o. F»= C ~ Y , \- c c ~ y f~ c j— 



und folglich nach dem Obigen 

cos F* = l, cos V= ztz 1, 

also F=0 oder P= 180°, welches offenbar nur für den Scheitel 
der Parabel gilt. Daher muss man in der oben gefundenen Glei- 
chung das obere Zeichen nehmen, folglich 

9) V(a— a)'-r-(4 — ß)*+( c — y)* . V^(^-«)*-f-(y— 6] c)* 

= (« — «)* -f- (& - ft» (c — /)» 

+ !(•-«) + (y-fl + (*-rJ| 

setzen, wn bloss noch zu untersuchen ist, ob diese Gleichung auch 
für den Scheitel der Parabel gilt, was aber offenbar der Fall ist, 
du diese Gleichung eine identische Gleichung wird, wenn man 
# = a, y — ß, % = y setzt. Also gilt die Gleichung 9) oder die 
Gleichuog . _ 

10) V \ a -a)*+{b-ßy+(c- r y . |V/(^-ar)»+(y-Ä)»-r-(a-c)» 

= (« — «) (y-flH-(*-r) 

für jeden Punkt der Parabel. _ 1 

Um die Gleichung 9) rational zu machen, quadrire man auf 
beiden Seiten des Gleichheitszeichens, so erhält mau 

\(a — ay + (b-ßy + (c-yY\ \(a:-ay+(y-l,y + {x- C y\ 
= |(a-a)'H-(Ä-^H-( C -^! a 

+tß—Y (*-«)■ + (v-ßY + (c-yy (*-r)» 

4-2j(« — «)» + (^ — /?) l -r-(c~y)»| \(a — «) (.r - a) 

-f-2(*-a) (J-fl (*-a) (y-ß) 

-4- 2(c - y), — «) (* ~ r) — «)• 

Der Theil auf der linken Seite des Gleichheitszeichens kann auf 
folgende Art dargestellt werden: 



-•*'**- • I- 4 I .. 

I 
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4 \ 



i ■ 



• 




8 • 



Hebt man nun auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens der o 
Gleichung auf, was sich aufheben lässt, so erhält man 

-H(«-«)« + (*-«M (*-r) Ä 

Ä4|(«-a)» + (*-/?)» + (c-y)M — «) 
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H-SOr _«}.(*_,/») (M-a) (y-ß) • I. , • 

... + 2(*-fl (e-r) i9-ß) i%-r) - • 
-i-i(c — y) (a — a) (*— y) (ar — «), 

und hieraos ergiebt sich leicht i« i . , ,\,„ 

11) [(6-ß) (*_„)-{— «) (y T /»)|» 

+ iy^ß)-{b-ß) [*-r)\ % 

+ \(a- a )(x-y)-(c- r )(*-*H> ~ 
=zi\{a- a )> + (6-ß)> + (c- r )'\ !(«-«) (*-«) 

DUD i » t''.'i«t«{ 

12) % — Ax-\-By-\- C 



die Gleichung der Ebene ist, in welcher unsere Parabel liegt, so 
lind deren beide Gleichungen, durch welche dieselbe vollkommen 
charakterisirt wird, die Gleichungen 11) und 12), und zwischen 
den neun Constanten a, b, c\ «, ß, y\ *i C nat man die hei- 
len folgenden Gleichungen: 



» . 



iAa-\-Bb-+- C=c, 
\ja+Bß + C=zy. 



» — : 



*n : i. i'i i * :<»; 



los den drei Gleichungen 

c = Aa + Bb-{-C t 
y = Aa-\-Bß-\- C, 
. 1<M x = Ax-\- By-\- C , i.i 

elgt ' >,: 1 ■ 

c-y = A(a-a) + B(b-ß) f 
x — / = A(x — «) -4- B (y — ß). 

Uso ist offenbar . » : ■ - 1 

f, (y-fl-^-fl ( Ä _ y ) 

a-4(i-fl(*-a)-(.-«)(y-«t. \ 
(*>—«) (* — y) — (<r — y) (^r — a) 

= - (*-«)-(*-(*) (y-ftl; 
nd folglich ■"' '/ 

P a 

-*-)(« — a) (* — y) — (c — y) (ar — a))* 
= (1-4-^-*-/**) |(*-« (*_«)_(.-«) (jf-flj 

fcher knnu man die Gleichung 11) auch unter der Form 
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* f 

13) (l-t--^-f-Ä»H<* — 0 (ar^ä)— (•_«) (y-/*)f 
= 4 1 (*- a )» & - fl* H- <* - T) 9 1 1(* -«)•(*- «) 

oder unter der Form i«fi« 

r , 4l(«-a)' .+-(*-/»)' -f.fc-«- y )»t : 

W~ß) (*v-«)-(*-«) fy-^t» 

(*-«) (ar-a)-H(4-/0 (« — y) 



darstellen. 

Weit V\m — ay-+-\h — ß)* + { c — y y die bufcrnung 
Brennpunkts vom Scheitel ist, so ist, wenn wir den Parameter un- 
serer Parabel durch p bezeichnen: 

15) fjt t=z AV{a — a)*-\-(6~ /?)* +t.(c — y)% 

und die Gleichung 13) kann daher auch auf folgende Art ausge- 
druckt werde n . . „ J<% p%l <1% 

16) (l-J-.4' + *') |(£-/?) (o: — «)-(» — «) (y — 

= T K Ä ~- a ) (*-«)-*-(*-« (y-fl4-(*-r) (*-y)| 
oder 



• *)<!•• •» 



17) 4(1-+-^*-*-^) {(J^)- <*-«)--(•--«) (y— /?)}' 
==/*»((«-«) (^-a)H.(Ä-^) (y-ß) + (c- r ) (*—,))• 

Wenn die Ebene, in welcher die Parabel liegt, die Ebene der 
ist, so verschwinden die Grössen A, B, c t y, x, und die Gleichung 
der Parabel wird 



... ,» 



' ' 18) i\{*^ß) (*^)^.(»^«>(y-/J)|» 

= f*»|(« — «) (.r _«)-}-(£_- # (y — 

Nimmt man den Scheitel der Parabel uU Anfang und deren Av 
als Axe der «jf an, so verschwinden die Grössen a, ß 9 und die 
Gleichung der Parabel wird 

I 

Weil nun aber 4a=fi ist, so geht diese Gleichung in die bekannte 
gewöhnliche Form 

' 20) y>=^ 
der Gleichung der Parabel über.. ( . 

Wir wollen nun die Gtekhung der Projectton unserer Parabel 



J 
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im Räume auf der Ebene der xy entwickeln. Um diese Gleichung 
zu fioden, müssen wir aus den beiden vorher gefundenen Gleicbue- 

S» ^^:ti a ^^tk^^r e * elini ' ,i^eD • We " " ch 

wt, so ist 

(«-«) (*-a) + (Ä — /?)(y + r) (*—r> 
• i r.n - = f«*-a~r~(c^-/)^f (jt— o) i - 

und nach 13) oder 17) ist also die Gleichung der Projektion auf 
der Ebene der acy _ % _ 

21) + !.(*-« (*-«)-(«--«) 

= 4|(flr — a)*-4-(Ä — /9)* + (<? — 

X|[«-« + (*-^] (*-«) + [*--/* + ('-/)*] 
oder j — 

») 4(t+jf»-+Ä») (*-«)-(«—«) ly— «l a 

üm nun aber auch hoch c— V zu eliminiren, bat man nach 
dem vorigen Paragraphen ! " 

• • • , . . . . ■ • » . i ' f '»i«./ ,. ..->.■ 

und folglich . i » • . ' ♦» \w. • • 

»<!e±% — ß+B\(a — a)A+(6 — ß)B\ 

.*•!•*.' im'. ■•• »•!«• "i 

and 

= ( Ä -a)»+(*-«*+|(«-iiM + (*-«Ä| B |- " 
oder, wenn der Kürze wegen im Folgenden 



gesetzt wird : 



1 



( a _ „). + y + ( C r - )* = (« - «)• + (b - /?)' -f- ®» j 

so dass also die Gleichung der Projection unserer Parabel im 
Räume auf der Ebene der xy nach dem Obigen 
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UHl+J* + ß>) \(6-ß) (*_«)_(._„) (y-fl}. 

4|(<r — o)» + (* — /J)»-f-©»| ... um . 

oder 

25) 4(H-^' + Ä') [(«-/?) ( _ „) _ ( a _ o) 
= ;»•((« — a + ^ — a)-i-{i — ß + B0) (y—ß)t 

i.t. 

Nehmen wir den Scheitel (aßy) der Parabel im Räume als des 
Anfang eines dem primitiven Systeme der acyx. parallelen Coordi- 
natensystems der a: l y x %\ an, so ist nach der Lehre von der Ter- 
Wandlung der Coordinaten 

26) •*-,=.*• — «, y,=y — *, = * — /?; 

und die Gleichungen 24) und 25) lassen sich also auch unter der 
folgenden Form darstellen: 

1 *i) <f-i->+Ä') !(*-«*.-(•-■»,}»: ; 

=*((«— «)*.<- («-ft'-t-** | 

28) 4(1 + ^ + *.) — jS)j?, — (« — o)y,j» 

Noch wollen wir bemerken, dass, wenn # den Neigungswinkel der 
Ebene, in welcher die Parabel im Räume liegt, gegen die Ebene 
der xy bezeichnet, nach den Principien der analytischen Geome- 
trie bekanntlich 



cos !■ = 



X + Jt + B* 

■ >* f 



ist, so dass man also die Gleichungen 27) und 28) auch nnter de? 
folgenden Form darstellen kann : 

29) W-ßfa -(„-a) yi j. 

= 4cos !•!(•- a)* + (i—fi\* . : ; - , 

und 

30) 4|(« — jff)^r, — (« — «)y.t» 

= /t* cos »'((a — «H- +{7/ — ß+ ß&)y t \. 

Denkt man sich diese Gleichung gehörig entwickelt und auf Null 
gebracht, so sind die Coefficicnten von a: t \ y,*, x x y x respectue 

; W-ß)*, 4(a-«)*, -8(«-a) 
und da nun offenbar 
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|_8(« — «) — — 4 1 A(a «) a ) }4(£-0)»|=O : 

ist, so ist nach der allgemeinen Tlieorie der Linien des 
zweiten Grades die Pröjection unserer Parabel im 
Räume auf der Ebene der xy, und eben so natürlich 
auch deren Pröjection auf der Ebene der a% und auf 
der Ebene der yx y eine Parabel. 

Um nun die Pröjection auf der Ebene der xy etwas genauer 
zu untersuchen, müssen wir zuerst die folgenden allgemeinen Be- 
trachtungen vorausschicken. 

*. 3. 

Wenn 

Ax % -f- By* 2Cxy -f- Dx -+-Ey-±- Z 7 — 0 

die allgemeine Gleichung einer Parabel für rechtwinklige Coordi- 
naten ist, und man will die Coordinaten p y q des Brennpunkts 
und die Gleichung 



y = Mx-^N 



i > 



der Directrix dieser Parabel finden; so bemerkt man sogleich, dass 
nach den Principien der analytischen Geometrie das Quadrat der 
Entfernung jedes Punktes (xy) der Parabel von dem Brenn- 
punkte \pq) 

und" das Quadrat der Entfernung des Punktes (xy) der Parabel 
von der Directrix 

(y — Mx - A') 3 

i Ar* 

» * ' 

ist. Weil nun bekanntlich jeder Punkt einer Parabel vom Brenn- 
punkte eben so weit entfernt ist wie von der Directrix. so erhält 
die Gleichung 



(■g -p)'-i-{y — y)' — ; ^ ~ l J *£~J V) ' 

oder nach gehöriger Entwicklung die Gleichung 

x* -f- M 2 y % 
+-%Mxy 

- *W Hh ü/') -f- MN\x } = 0, 

- 2\q(l + Jfi)-jV|y 

+ (/>* (i-t-ü/ a ) — tf» 

• i i 

welche offenbar mit der gegebenen Gleichung 

Thell III. 27 
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identisch sein muss, wodurch man zu den folgenden Gleichungen 
geführt wird: 



.1 ' • ••"* 



(p* + g*) (\ + M*)-N*=^. 

Soll man den beiden ersten Gleichungen zugleich zu genügen im 
Stande sein, so muss offenbar 



£! — Z 

, A* — A* 
also C* = oder ■ 

* i. , 

sein, welches nach der Theorie der Linien des zweiten Grades be- 
kanntlich wirklich der Fall ist, da die durch die Gleichung 

Am * -fr- By * -f- 2 Cxy -fr- Zter -fr- Ey -fr- = 0 

charakterisirte Curve nach der Voraussetzung eine Parabel ist Zd 
der Bestimmung von M hat man also 

31) M*=J 



Nun ist tach dem Obigen 



also 

^(14-^)* = ^ - 4 JV-fr-A*; 
folglich, wenn man addirt, 

Weil nun nach dem Obigeu i 
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also \ . . , i 

ist; so ist, wie sich auf der Stelle ergiebt, wenn man dies mit 
dem Vorhergehenden vergleicht, 

D'+E* E — DM Mr F r% 1 
~4^ — JV= 7 (1+n 

also 

E-DM D* + E* F , 

Nach dem Obigen ist, wie man leicht findet, 1 

-DM _AE-CD Z/t + JI/M-!^. 

17 _Z?» + £'- 4Q* + .*,!.-. 
j ' " k{AE-CD) 

Endlich erhält man nun mittelst der Gleichungen 

D 



iE — 



fir die Coordinaten />, g des Brennpunkts leicht die folgenden 
Ausdrücke: , . ; j. • 8 

r MH-*) {AB—CD) 

„ 2CTg -f- ^T(Z?» - £» ) - -|- 

' — k{A + B){AE = CD) ' 

oder , 

„ = — {AE ~~ CD)D + ^ AD ■+■ CE ) E — * U -h B)CF 

h{A -f- B) (AE — CD) » 



34) 



m r LL'.'' < AE ~ CD ^ E ~ -f- CS )D h- HA -f- 1)^ /? 

«TS + 2J {AK — CD) • - { • 



Für F=0 ist 



27' 



35) 
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k{AE — CDy 
2ADE — CVZ?» — g ») 
1^ — A{A + #) (AE — CD) 

— ip h- /?> [3B — ez>) 9 

2CDZ-j-A{0* — E*) 
? — (AE — CD) 
U£ - CD)E — {AD -y- CE)D 

— 4(A-+-B) (AE — CD) 

Von diesen Formeln wollen wir nun die folgenden Anwendungen 
auf die Projection unserer Parabel im Räume auf der Ebene der 
xy machen. • 

Die Gleichung 30) der Projection auf der Ebene der xy giebt 
gehörig entwickelt 

36)0= 4(£— ßyx x * 

+.4(«-a)'y.* 

— 8{a — «) (£ — ß)* x y x , 

— fi 2 cos I* (« — a-f-^ÖJoTj 

— cos — 0 -H BO)y t , 

wofür wir der Kürze wegen 

37) 0 = 8U-, ■ + iöy, * -f- 2^ iyi -f- JXr, Sy, 

schreiben wollen, wo die Bedeutung der Symbole %> 23, d, £), L f 
von selbst erbellen wird. 

Cm zuerst die Gleichung der Directrix der Projection auf der 
Ebene der xy zu finden, haben wir nach 35) die folgenden Glei- 
chungen: 

JU 6 K + & 



Führt man nun für 21, (£, 3), <5 ihre aus dem Vorhergeheoden he- 
kannten Ausdrucke ein, so erhält man auf der Stelle 

6-ß 

und 

i 

-4- = cos — a-r-^@) a -4-(Ä — /y-4-^0)*|, 

so wie 
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= — V cos t» (ä — ß) 2 (6 — ß + B0) 

— cos t* («— a) (6 — ß) (a — a-+-A®) 
= -4^ cos #■ (J-/9) |(„_a)»-r-(*~/?)»-t-0»|; 

jud folglich, weil nach §. 2. 

— a)» + (Ä_ / 9). + ( c .__y)» = ( a _ a )»4-(Ä- / J)» H .0^ 

md nach 15) 

M '=:16|(«-«)« + (Ä-iS)* + ( C -.y)>i, 

ilso 

(«-«)* + (*-iS)* + 0*==tW** , .'. 

st: 

21$ — = — iji* 4 cos •» (0 -— ß). 
\Iso ist nach dem Obigen 

iV= zr=-^f » 

N 

und folglich 

■nt *-« cos»» )d»-« + ^e)'+^~/g-hi?0) a | 

38) y l = — TZI - ß a: l j^Tß 

• - 

39) y-/? = -^(*-«) 

cos» a Kg— g-t-^e)»-f-(i— ^-f-/?e) a | 

oder • ' , 

40) = ~ + ' 

oder 

41) (a-a) (a:-a)+-(b-ß) (y-ß) = 

-cos*' Ka-a + AOr + V-ß + B&yU 

oder 

42) ,(«-«) (.*_«)-*-(*-/?) (y — « = 

(g-.«-f^re)»+(3-^-i-^e)» 



die Gleichung der Directrix der Projection der Parabel im Räume 
auf der Ebene der xy. 
Auch ist 
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« 

= (a — a)> *f- — 0)» -4- 0» 4- (1 ^» Ä')0» 

— i s r 3* _ cos t» -f- 169» . - , 

— ™* cos P — 16cos i» 

und folglich auch 

ai\ o <* — « , x /*' cos t» -f- 169» 

oder . ... 

44) (a-a) <* - «) + (4 - ß) {y- = CM *' + 16 *\ 
oder 

* 

45) (a-a) (a: — a) -f- (£ — ß) (y -/*) = - (0» + A/** cos #> 

die Gleichung der Directrix der Projection auf der Ebene der .ry 
Die Gleichung der durch die Punkte {ah) und (a/?) gehenden 
geraden Linie, d. i. die Gleichung der Projection der Axc der 
Parabel im Räume auf der Ebene der ary, ist 

k'* mm ¥ ' * ■ * 

und weil nun 

- a — a/j — B n 

1 — 7 r . =ü 

b — ß a — a 

ist, so steht nach bekannten Principien der analytischen 
Geometrie die Directrix der Projection der Parabel im 
Räume auf der Ebene der a>y auf der Projection der Axe 
der Parabel im Räume auf der Ebene der xy senkrecht, 
und die Projection der Axe der Parabel im Räume auf 
der Ebene der jcy ist daher jederzeit ein Durchmesser 
der Projection der Parabel im Räume auf der Ebene der 
.yy, oder der Axe dieser Projection parallel.« 



jection der Parabel im Räume auf der Ebene der aey zu finden. 



f. 5. 

Um nun ferner die Coordinaten des Brennpunkts der Pro 
on der Par 
iben wir nach 

cos v\{0—a+jey-(ö-ß+ß&y\, 

und folglich 
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Weil nun ferner 

ist, so ist, wenn j>, q die Coordinaten des Brennpunkts der Pro- 
jection der Parabel im Räume auf der Ebene der xy in Bezug auf 
System der xyx bezeichnen, nach 35) 
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Aus den vorhergehenden Formeln erhält man durch leichte Rech 
nung 

(a-u) ( p -a)-(l,-ß) (g-ß) 

(Ä-fl (/> — «)-*-(«-«) (g-ß) 
= 2co 8 t» (« — a + (* — ß + BO)i 

* • 



51) 



oder 
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(*-«) 0» — «)-(*-£> (?-ß) 

_(a -g + A0y — (4 — ft-f- BOy 

52) | — ß) (p-a\+{a-a) (q - ß) 

'_ 2(g -a + AG) (6 — ß -\- BO) 
~~ l-hJ*-i-B* 

Auch findet man leicht 

also 

53) V/fr-«)« + = i/^.^.fl, 

oder 

o4) Vip -mr^-yry* + v/ ( ._ g) . + 

und folglich 

55) V/(a — — . V{p — ay+{q—ß)* 

— l+A*±4* 

Daher kann man nach 42) die Gleichung der Directrix der Pro- 
jection der Parabel im Räume auf der Ebene der acy auch unter 
der folgenden Form darstellen: 

56) («-«) (* — «) + (£ — jS) (y — ß) 

= — V(a-ay-{-{ö-ßy . V\j> — ay-t-( 7 -ßy. 

1 

Die Axe der Projection der Parabel im Räume geht durch den 
Brennpunkt (pq) und ist nach §. 4. der durch die Punkte (ab) und 
(aß) gehenden Linie parallel. Also ist 



57) y — 9 = b ^zzi (*—p) 



oder 



58) (a-a) (y-ß)-(b-ß) (x — a) 

= (a-a) (q-ß)-(ö-ß) (p-a) 

die Gleichung der Axe der Projection auf der Ebene der xy. 
Führt man nun für p — a und q — ß ihre oben gefundenen Aus- 
drücke ein, so erhält man für die Gleichung der Axe leicht 



427 

59) (<*-*) (y-ß)-(&-ß) 

2|(« — «) («-a + i0) + (Är-<J) (4-/J-r-/N5>)| 

_ Xl(«-g) (6 - iEO) — (6-/?) (g-a-r-^fl)i 
~~ (\+A* + B*) |(a-«)* + (*-/*)*| 

oder 

W) («-«) (y-«-(*-/*) 

,2cos i» |(a — o) (a-o + ^0) + (Ä-/J) (b — ß+BO)\ 

(b-ß-j-BO)-(b-ß) ( a -a + A0)\ 

Es ist aber 

(*._«) («_« + ^0) + (*-/J) (£-0+^0) 
. r=(«-a)« + (*^fl» + 0»==Vr/* lx 

und 

(« — a) — /? -f- B0) — (£ — /?) (« — a-t-A0) 
= \{a-a)B-(b-ß)A\0 

= \(a-a) A + {b-ß)B\ \(a-a)B-(b-ß)A\; 

also 

61) («-«) (y-ß)-{l>-ß) 

die Gleichung der Axe der Projection der Parabel im Räume auf 
der Ebene der ary. 

«.7. 

' t 1 

Nach 56) ist 

die Gleichung der Pirectrix der Projection der Parabel im Räume 
auf der Ebene der xy, und folglich, wenn wir den Parameter die- 
ser Projection durch p, bezeichnen, da die Entfernung des Brenn- 
punkts von der Directrix der halbe Parameter, d. i. > st » Dacu 
den Principien der analytischen Geometrie, wie wan leir 1 
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Nun ist aber, wie man leicht findet, nach 49) 



COS l* 



= \(a-ay-{b-ft)>\ {(« 
-M(«_„) (6-ß) («- 

und nach 53) 



-a + J0) (l-fi 



t, 
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COS l 2 

= l(a-«y -+-(£ — ß)* i {(•— a AG)* + - /?-*- Ä0)«|. 
Also ist, wie man durch leichte Rechnung- findet, 

cos«"» l + l/( Ä _ tt )» + (£_j?jI. V/( ; ,_ «)»-4-(^__^.j 

= 2|(«-a) («-«-t-^0)-M£-ft 

i_ 4 

— 128 ^ ' 

1 t « « • • f 

und folglich 

T(U 4 cos t* 

— 128|(« -«)»-*- 

Daher ist nach 62) 

cos t* 

63) 'u, = g ' 

7 Tri 128 U« — o)» + l4-fl»|V(#- <t)».j_(A-i)» 

oder 



C.v >* cos >» 

r*i — 6 4j(a — a) a +(4 - /i) 3 M* 



§• 8. 

Ks ist nun noch übrig, die Coordinaten des Scheitels der Pro- 
jection der Parabel im Räume auf der Kbene der ocy zu finden, 
wozu man auf folgendem Wege gelangen kann. 

Wenn wir der Kürze wegen 



k = [a- a -f- JOY -f- (Ä - ß + noy 
und ' ' 1 

- 2|(« — a) (« — a-f-^@)H-(^ — ff) 0 — ß-\-ß0)\ 

— Xl(«-«) (6-|?-f-/?0)- (q-«-f -^0)j 

setzen, so sind nach 41) und 60) * t 

(«-«) (> — + (y— 0 = 7-* cos t» 

und 

(£-/?) «) — (« — a) (y — /*) = — # cos t» 

die Gleichungen der Directrix und der Axe. Bezeichnen wir also 
durch //. q ! die Coordinaten des Durchschnittspunkts der Directrix 
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r 

und der Axe, so haben wir zur Bestimmung dieser Coordioateo 

die beiden Gleichungen: 

(rf-a) {p>-a) + (b-ß) (/-^/?):=-* coi t», 
(t-ß) (,'-«)-(*-«) (/-/*) = _*' co. *»| 

ans denen sich k 

65W (•-«>* + (*- /»)' ' 1 

ergiebt. Hat man mittelst dieser Formeln // und (f gefunden, so 
erhält man die Coordioaten p u q x des Scheitels der Projection der 
Parabel im Räume auf der Ebene der ary mittelst der bekannten 
Form.eln 

i fl =Hr+y)i. 

da nämlich der Scheitel einer Parabel jederzeit das zwischen der 
Directrix und dem Brennpunkte liegende Stück der Axe halbirt. 
Die weitere Entwickelung dieser Formeln wollen wir dem Leser 
überlassen. 



• * 



Ii« 

Besondere Umformungen der Gleichung der 
Flächen des zweiten Grades, nebst einigen 

Anwendungen derselben. 

* Von 

Herrn L. Mossbrugger 

Lehrer der Mathematik an der Kantonsschule zu Aarau. 



I. Eine Fläche zweiten Grades, deren Gleichung 

Jz* -fr- By % -fr- Ca; 9 -fr- Wxy -fr- *LB'x% -fr- 2 C'yx 

+ 2A'x + 2B»y+2C»x + D = 0 ... . 1. 
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ist, kann, wenn wir diejenigen Falle unberücksichtigt lassen, in 
welchen sie in eine Linie des zweiten Grades, oder in ein System 
von zwei Geraden übergebt, nur in ein System zweier reeller oder 
imaginärer Ebenen degeneriren; in diesem Fall aber muss die 
Gleichung 1) die Form: 

(* -f-ary-r- bx-\-c) (% -\- a'y-\-Vx-\-c?) — <b 2. 

* * ' 

annehmen, es muss daher auch diese mit der Gleichung 1. identisch 
sein. Durch die Identifizierung beider erhalten wir Folgende tSe- 
sümmungsgleichungen für die Coefficienten a 9 -6 9 c, 

^ B 1IJ C 7 Ff 2B ' , / 2C " 

I »•■*•!*»»/.> 

2C" 1/t I 



Von diesen neun Bedingungsgleicbungcn reichen sechs zur Be- 
stimmung der Coefücienten a> />, e % a\ // , c' hin , und wir erken- 
nen sogleich, dass respective ar, a'; b, & '5 e 3 d die Wurzeln fol- 
gender Gleichungen sind: 



y* — A y+ A — o| . . . . .4. 

2A" „ D 



* 

- 11 ß .\ ; ; 



. . . . ' • - I 

so dass wir also 



C VC'-dB , C VC- -AB 





AB 


A 


> 




AC 


A 




VA"*- 





A A~ 



*=Ä+ A ' h = ü Ä " 5 * 



A" _ Kf^^ , A" \sa *-ab 
C =-A+ A ' C =T A , ; 

haben. 

Wir könoen aber auch die drei letzten Gleichungen in 3. 

unter die Form: 

• » 

n 4P ' / • • • • 6. 

* 

bringen. Diese sind nur in dem einzigen Fall wahr, wenn die 
Gleichung 1. ein System zweier Ebenen ausdrückt; in allen übri- 
gen Fällen werden die Verbindungen der Grössen auf der linken 
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t * 

Seite des Gleichheitszeichens dieser Gleichungen nicht gleich tfnll 
sein, sondern andere reelle oder imaginäre Werthe haben.' Bezeich- 
nen wir diese respective mit //', />"', ;/, so haben wir allgemein: 



_ {ad - a'c) =p» ] - (bc' - b>c) = p»; 



7. 



Dadurch geht aber die Gleichung 1. in folgende über: 

(* ay -+- bx c) (* -+- a'y ^'^r -f- c 7 ) x 

;/^ry //'y -f- p m x = 0 8. 

Diese Gleichung kann, wie wir so eben gezeigt haben, jede Fläche 
zweiten Grades ausdrücken. 

II. Führen wir die in I. 5. gefundenen Werthe von a, b } f, 
a', . . . in die Gleichungen 7. ein, so erhalten wir: 

„ _2\ JS — BC'^Vjir* — AC) {C'*—AB)\ 

p — Ji 



„ 2 J AB" — A"C =fcl/(6" 2 — AB) (/*"* — AD)\ 
V = a~2 

m 2\AC" — ÄB ±V{B*^-AC) {A"* —~ÄD)\ 



9. 



Daher folfft auch, dass die Gleichung 1. 1. ein System zweier 
reellen oder imaginären Ebenen ausdrückt, wenn diese Werthe 
von p', p'\ p"' gleich Null sind. 

Betrachten wir die Gleichungen in ].. 3. etwas genauer, so 

ist uns klar, dass zur Bestimmung der CoefHcienten a, b, c, 

nicht beliebige sechs von jenen neun Gleichungen ausgelesen wer* 
den können, sondern dass eine solche Wahl getroffen werden moss, 
dass jeder von jenen Coefficienten zum wenigsten in zwei von den 
sechs zu wählenden Bestimmungsgleichungen vorkommt; dass dalier 
eine allgemeine umgeformte Gleichung für die Flächen des zweiten 
Grades nicht nur allein die Form 8. haben kann. Wie viele, and 
welches diese Formen sind, wollen wir jetzt untersuchen. Setzen 
wir daher, um abzukürzen: 

jß 

den Buchstaben % statt der Gleichung aa' = -j; 
• - 23 - - - //Ä'=-j; 

<£ - - - ^=4; 

A 

0 - - - b -\- U =~-^; 

C - c + c— —j- ] 
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die Buchstaben (aß) statt der Gleichung aV -f- a'b = — ; 

, . " 1 . . . 2Ä" 

(fr) - - - ^ + ^=^5 

und bemerken besonders, doss jede der Grössen a, 6, c 9 . . . . 
wenigstens in zwei von den sechs auszuwählenden Gleichungen 
vorkommen muss. so ergeben sich uns folgende Combinationen je- 
ner sechs Gleichungen, die den eben gestellten Forderungen ge- 
nügen. 

5l23Sotc . * • • 1'. 

. «H£i- .«*<!• ""O 

IM) («r) ((«« («/) (WD (<v) ) 

a»Sa](o/») (ßr) } «»«Jwo (fr); aasscjc«/?) (ft*,[. . . . w. 

U«r) (ßr) W) (ßr) W) (ßr) > 
WB<£ (*ß) (* r ) (ßrh iv. 



(aß) (a r ) 

(aß) (ßr)-,...\....r. 
(«r) (ßr} 



(aß) («r) 

%SBtb (a r ) (ßr); W«t{(aß) (ßr); 

(«r)(ßr) 

[(aß) (ar) i(«ß) («/) 
a«ac (o/j) (ßr); a&rtW) (ß r ); muuaß) (ßr). vr. 

H°r) (ßr) H«r) (ßr) 
/(««(«/) ((««(«/)) 

5856c (aß) (ar); 8C<A)(«0 (ßr); maiUaß) (ßM . . . VII'. 

i(»r) (ßr) U«r) (ßr) ) 
l(»ß) (<*r) i(aß) (<*r) i("ß) («r) j 

State haß) (ßr); SBaJc Haß) (ß r ); Galt Haß) (ßr);. .[.■■ VIII' 

. U«r) (ßr) '(ar) (ßr) W) (ßr) ' 

a*C (aß) (ar) (ßr) IX'. 

Die Anzahl dieser Verbindungen sind in: 

I'.; II'.; III'.; IV'.; V.; 

, 0 6.5.4.3.2 , 3.2 3.2.1 ( 3.2.1 „ 3.2| 
% 1.2.3.4.5 » 3 I72* 172^5 f 17573 + 2 • T72 ! ' 

VI'.; Vir.; VIII'.; IX'. 

1 3.2.1 . 9 3.2) ( 3.2.1 3,2) - 3.2 , 
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gebracht werden kann. Bezeichnen wir daher * -+- ay -+- bx -f- c 
mit M und »-j-o'y-f-^H-c' mit A, so sind diese Gleichung«, 
formen folgende: 



1') MA+ p'xy -+- p"x -h p"'x = 0 ; 
V) MA+-p'xy+px+-p'y = tS\ 
^) AfA -f- ji'.r* -h p"y+p"'x Ö * 
4T) MN+p'se*-*-p"*y-*-ir'*=*\ 
5') Af A p'y* />"y -h = 0 ; 

6 ) MA -T- p'y* p >y -+- /> = 0 ; 

T ) + />'y -+- />'\r -f- p" = 0 j 
ff) A/A -+- p'xy -+- p"x -t-p" = 0, 
y) MA-\- px* ;>"y -+- = 0; 
HT) ATA -f - par 1 -4- /> \ry -4- p " y =0; 

12) AfiV-r- />'y* 4- p"xy-\-p'x = 0; 

13) uä+t**+ir*+ir*=**\ 

14') MN+ p'xx + //"y = 0 ; 

15) JfiV-H p '.r* + //';ry -f- = 0 ; 
16 ') MA -f- pyx -+-p"x-+- p'x = 0; 

IT) Af A-f- j/y* + p 'x H- />"y = 0 , 
18-) MA+pyx + p"xy + p"x = Q\ 
W) MA-\- p yx -f- = 0; 

W) A/A -h /»'y* + p'xx -f- /*'"y == 0 ; 
21') Af A T H- ;/y* -f- p'xx -+- /» "ary = 0 ; 
22 ) MA-\-pyx + p 'xx = 0; 

23') M+^y+^+y" = 0; 
24 ) J/A -|- ;> xx ~\- p"x -+- p" = 0 ; 

25) JfA + ^M+^ + ^'sO; 

26) MN+p'j&+p"JW+p"^0i 

27) AfA T + /»'yx-|-/>"arH-//'' = 0; 

28*) Af A'-f- //y* />"y -t- = 0 5 
2y ) ilfA 7 + p yx -+- p";ry = 0 j 
3V) MA + ;i\r * 4- -+- p 'y = 0 ; 
31) Af A f*** -fr- |T* -f- ar = 0 ; 

32 ) ifcfA -fr- p'x* -fr- ^ "y = 0; 

33 ) MA + p'x* p'xy + p'x = 0; 
lf) /#A r -f-p^-r-^y»+^"a: = 0; 
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MN+ p'a;* -f- p'yx -h p"'y == 0 ; 
3$') MN-+- p'n* -f- p' 'xy + p"yx = 0 j 

37 ) JW+py +f»>i+;»"'« ==0; 

38 ) M //y* />"* -+- //".r = 0 ; 

390 MN+p'y* +p"*-1rpr"y = ^, / ■ 
40') -f- //y* fPaifr*- ft*% = 0; 

43') Jf AT-f- ;/y» 4- -H //".ry == 0 ; 

44^ MX + ^* Hh -+- < = 0* 

45') -+- //ar* p'y + p"' = 0 ; / 

46') MN-\- p'x 2 -+- p"xy p'" = 0 ; 

470 MN+p'y* 4- -f- = 0; 

480 MN*- p'y* + f*V+ = 0 ; " 
490 Af iV -4- //y* -f- p"xy 4- = 0; 
500 MN-\- p'y* + p"** = 0 ; 

. SV) MA+p'y*+p"* % +p'"y = ^ 
520 üf //y* -f- /Aar» tf"xy = 0 ; 
530 MN-+- p'y* -+- |^r» -h />"' = 0; . „ • 

54') üf -h p'xy -+- />"y -f- = 0. 

• • 

In jeder dieser Gleichungen haben jedoch die Coefficienten 
p\ p", p'" wieder andere VVerthe, welche jedesmal ähnlich wie 
die bei I. 7 r 8, und II. 9, bestimmt werden müssen. 

III. Wir wollen untersuchen, zu welchen Resultaten diese Um- 
wandlungen der allgemeinen Gleichung 1. 1. der Flächen des zwei- 
ten Grades führen können, und daher jene auf die Bestimmung der 
Ourcbscbntttscurven zweier solcher Flächen anwenden. 

Es seien daher: 



-+- By* H- Cx 2 -f- 2^'.ry IBxx -+- %C'yx \ 
1A n x -f- 2 B"y + 2 C •+- D = 0 1 

** -4- 33y 2 ■+- H- 2^y-+- 235 'xx H- 2(E'y* j 
+ Wx -f- 2$''y -f-2dV + ^) = oi 



10. 



11. 



iie Gleichungen zweier solcher Flächen, welche wir wie in I 
unter die Formen: 



(* «+• ay hm -+- c ) (* a'y -f- -f- &) 
-+- p'-ry -f-^'y-r- ^ = 0 

i 

(a-f-ay-4-^-+-r) (* + «V + ^0 
-|- jr'ory 7r"y -1- *r"';r = 0 



12. 



13. 



28 
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t 

gebracht haben, und wo die Cocfficienten <ar, 6> <?, ä', c\ p\ p\ //" 
hier von den in 1.5. und 11.9. gefundenen Werthen nur dann ver- 
schieden sind, dass in diesen A=:l gesetzt werden muss, um die 
Werthe von jenen zu erhalten. Die Werthe von o, /?, y> a\ ff, /, 
jr\ jr", ergeben sich aus jenen von a, b, c> u. 8. w., wenn wir 
respective 33, <E, %\ u. s. w. statt Zf, C, A' t u. s. w. schreiben. 

Machen wir bei den Gleichungen 12. und 13. die Bedinguogeo 
dass: 

;>' = *', p" = n", y=n n '\ 14. 

r 

sei , so lassen sieb diese nach II. 9. auch durch folgende Glei- 
chungen ausdrücken: 



=t=V/(33"-<S) (21"*- 2»! 
m» - CA" -f- B" - 33" =*= V(W — B) (A»*—D) | Q ^ 

=F l/(<£'* - 23) tr*-2))J 

. =F 1/(23" -(£) ((£"-33)1 

Wir erhalten unter den in 14. oder 15. 16. 17. gegebenen Bedio- 
gungen, durch Subtraktion der Gleichungen 12. uud 13. folgende: 

(*H-*y-f-&r-4-*) + | =0 ]g 

-(*-f-«y-f-^H-r) (*H-«'y-r-^+-/)^ 
Dieser Gleichung wird Genüge geleistet, wenn zugleich: 

a) %-+>ay -\-bx = 0 und *H-cty -f-£r +r =0i 

b) Ä^-a'y-f-^ =0 - *4-a'y-+-/S>-J-/ = 0( |g 

d) *-+-«'y-f-^-f- c/=:r() - -f-r =0] 

ist; je zwei zusammengehörige dieser Gleichungen drücken die 
reelle oder imaginäre Durchschnittslinic zweier bbeneu aus, eine 
solche Durchschnittslinie befindet sich daher auf der durch die 
Gleichung 18. ausgedrückten Fläche, diese enthält auch alle Durch- 
schnittslinien der Flächen 12. und 13. 

IV. Durch die Annahme irgend einer der vier Bedingungen 
in III. 19.; werden die Gleichungen 12. und 13. auf folgende re- 
ducirt: 



Diese sind aber wegen der Bedingung III. 15. identisch, und jede 
befriedigt sowohl die Gleichung 12. als 13. Ks drückt die Gleichung 
20) einen hyperbolischen Cylinder aus, dessen Achse mit der Achse 
der * parallel ist, und dessen Basis in der Ebene der :ry liegt. 
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Beide Flächen 12. und 13. werden sich daher auch uot der Ober- 
fläche dieses Clünders schneiden. Da wir unbeschadet der Glei- 
chungen 15. 16. und 17. den Coefficienten der Gleichung 13. noch 
verschiedene Werthe beilegen können, welche doch den letztge- 
nannten genügen, so seht daraus hervor: Dass es viele Flächen 
zweiten Grades giebt, die sich unter den in 15. 16. und 17. ausge- 
drückten Bedingungen auf der Oberfläche des Cylinders 20. schnei- 
den, und dass ferner je zwei jener Flächen sich jedesmal noch in einer 
andern Fläche zweiten Grades durchdringen, deren Gleichung die 
Form 18. hat; und dass endlich auch jener Cylinder 20. die letztern 
Flächen in solchen Curveu schneiden wird, die zugleich Durch- 
schnittscurven der ersterwähnten Flächen sein werden. 

V. Betrachten wir die Gleichungen von 1'. bis 54'. in II., so 
können wir ohne ähnliche Untersuchungen zu widerholen, folgende 
Resultate herleiten: 

a) Es können mittelst der Gleichungen II. 1'. 2'. 3'. 5'. 6'. I V. 
15'. 16'. 18'. 19'. 20'. 21'. 23'. 25'. 26'. 27'. 29'. 30'. 32'. 33'. 35'. 
36'. 37'. 38'. 40'. 41'. 42'. 43'. wie in IV. Systeme von Flächen 
des zweiten Grades gefunden werden, welche sich alle auf einer 
Fläche zweiten Grades (Ortsfläche) schneiden, und es wer- 
den sich von diesen auf ähnliche Art wie bei den in IV. bestimm- 
ten Flachen, je zwei noch auf eiuer andern Fläche zweiten 
Grades schneiden, die vorhin genannte Ortsfläche, und je eine 
dieser letztern werden durch die, mittelst der gehörigen Annahmen 
bestimmten Flächen, cbarakterisirt. 

b) Ebenso können aus jeder der Gleichungen II. 8'. 9'. 10'. 
11'. 12'. 13'. 17'. 24'. 28'. 31'. 39'. 45'. 47'. 49' 50*. 51'. 52'. 53'. 
.54'. Systeme von Flächen des zweiten Grades gefunden werden, , 
welche sich alle auf einem Cylinder (Ortscy linder) zweiten 
Grades schneiden, auch werden sich von den Flächen dieses 
Systems je zwei noch auf einer andern Fläche zweiten Gra- 
des schneiden. 

c) Ferner können mittelst der Gleichung II. 4'. Flächen gefun- 
den werden, deren sämmtliche Durchschnittscurven in zwei*£be- 
nen liegen, von welchen eine die Ebene der yx ist, und die an- 
dere durch die Achse der cc geht. Die Gleichungen 7'. und 22'. die- 
nen zur Bestimmung von Flächen, deren erstere sich auf einer 
durch die Achse der % gehendeu Ebene, und die letztern 
sich auf der Ebene xy* und in einer durch die Achse der 
% gehendeu Ebene durchdringen. Endlich lassen sich mittelst 
der Gleichungen II. 44'. 48'. Fläcuensysteme bestimmen, von wel- 
chen die Durchschnittscurven der erstem in zwei mit der Ebene 
der yx parallelen Ebenen liegen; die Durchschnittscurven der 
letztem sich aber in zwei mit der Ebene der xx parallelen 
Ebenen befinden. In allen diesen in c) angegebenen Fällen muss 
die Fläche III. 18. in eine Ebene degeneriren. 

VI. Wir wollen schliesslich noch zeigen, dass die Bedingungs- 
gleichungen in III. 15. 16. 17. identisch sind mit jenen, welche wir 
erhalten, wenn wir die Relationen zwischen den Coefficienten der 
Gleichungen von den Flächen III. 10. und 11. oder III. 12. und 13. 
aufsuchen, welche statt finden müssen, wenn beide Flächen zu- 
gleich, von zwei sich schneidenden Ebenen berührt werden sollen. 

Da wir bei den vorhergehenden Untersuchungen über die 
Wahl der Coordinatenebenen keine besondere Bestimmungen ge- 
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macht haben , so können wir jetzt die Ebenen der xx und y% so 
wählen, dass sie die Fläche III. 10. oder 111.12. berühren. Wir finden 
für die Gleichung des Schnitts der Ebene der xx mit der Fläche 
10. folgende: 

x* Cr* •+- Wxx + 2 A"x -h 2 C"x + DzrzO. ... 21. 

Soll die durch diese Gleichung ausgedrückte Curve in einen Punkt 
(den Berührungspunkt), oder in ein System zweier Geraden (in 
welchen ebenfalls eine Ebene von einer Fläche zweiten Grades be- 
rührt werden kann) degeneriren, so muss bekanntlich im ersten 
Fall : 

■ 

Ä"-C<0 \ 
und v .... 22. 

(»AP— C*)* - C) (>> -r D) = 0) 

uud im zweiten Fall: 

B ,% — 



(B'A" - C'Y - (Ä a - C) {A"* - D) == 0 1* ' • ' Ä 

sein; diese Relationen müssen zwischen den Coefficienten der Glei- 
chung 10. statt finden, wenn die durch sie ausgedrückte Fläche 
von der Ebene der xx berührt werden soll. Ebenso erhalten wir 
für die Bedingungen, dass die Ebene der yx von der Fläche 10. in 
eiuem Punkt tangirt werben muss, folgende: 

( CA" -r- B*) 9 — (C* — B) (>*— D)3»0| V ' 

und, dass die Fläche 10. von der Ebene der yx in einem System 
zweier Geraden berührt werden soll: 



C"* — #>0 

(C'J« — B»)* — {C ,% —B) {A»* — D)=0 



. . . « 25. 



26. 



Endlich ist bekanntlich die Gleichung einer Ebene, die einen 
Kegel in einem Punkte (xv'. y\ x*) berührt, folgende: 

• (*' -h Cy -+- B f x')x ( C'x' -t-Bt/-*- A'x^y J 

wo die berührte Kegelfläche selbst durch die Gleichung: 

»* -f- Biß Cr» -f- ^«y-fr-Siftrx •+■ 2£"y* = 0 27. 

ausgedrückt ist. 

Der Gleichung 26. wird aber Genüge geleistet, wenn 

Cx =s0 
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ist. Eliminiren wir aus diesen Gleichungen, af, tf, V, so erhalten 
wir «wischen den Coefficienten B t C, A\ u. s. w. folgende Bedin- 
gungsgleichung: 

frC - A'Y - (tf " - €) ( - B) = 0 . . . . 28. V' 

Auf gleiche Art erhalten wir, wenn wir bei der Fläche 11. die 
gleichen Bestimmungen machen, wie so eben bei der Flache 1U., 
uud ebenfalls einen Kegel aonebmen, dessen Gleichung: 

,a + S3 y a + +tXa#+Waa + W$r**=0 .... 29. 

ist, und diesen von einer Ebene berühren lassen, folgende Rela- 
tionen: 

— (£-<0 . m [ 

' (33'r - ®V - - (*" a - ®) = 0 
(23^ <£")» — («ß'» — <£) (2T l - 2)) = 0 1 ' 

((£'21" — 23")» - — 3) (2l" 2 - 2>) = 0 1 

<£'» — 23>0 W | 33 

Aus den Gleichungen 22. 23. 24. 25. 26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 
\ 34. erhalten wir auch: 



.... 



BA> — C"^zV(B ,z — C) \A"* — JJ) = 0 
C'A'-B»zp\/(a*—B) (A»T=~D) = 0 
B' C — A'zp V(B' % - tf) (C* — B) = 0 . 
23'^" — <£" =p V\ ® n — G) ( »"» — 2)) = 0 

<£'2i" — SB" =F ^(S 7 ^^^!^ 737 ^) = 0 
S3 ; S' — 2t' =F ^ (23' a — — 5D) = 0. 

Ziehen wir die erste dieser Gleichungen von der vierten, die zweite 
von der fünften, und die dritte von der sechsten ab, so erhalten 
wir folgende: 

OTT - B'A'' -H - %« =fc V W-CYW-D) ) 0 35 

■-'=Fl^l«'*— "») (2l"*-2>)i 
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Diese Gleichungen sind aber die nemlichen , welche wir io III. 15. 
16. 17. gefunden haben. Wir sehen also, dass die in II., III. and 
IV. gefundenen Sätze von den Bedingungen abhängig sind, dass 
die Flächen in III. 10. 11. oder III. 12. 13. zugleich von den Ebenen 
der jcz und yx berührt werden. Die Gleichung 37. drückt die Be- 
dingung aus, dass die beiden Kegel in 27. und 29. von den re- 
spectiven Flächen 10. und 11. Asymptotenkegel sein müssen. Die- 
ses Wenige wird hinreichend sein, um zu zeigen, wie mannigfach 
sich die Untersuchungen über die] Flächen des zweiten Grades mit- 
telst der in II. gegebenen Umformungen der allgemeinen Gleichung 
dieser Flächen vervielfältigen lassen. 



i 



LI. 

Synthetischer Beweis der lncommensurabilität 
zweier Geraden, die sich wie V3 : 1 verhalten. 

Von 

Herrn Professor C. A. Br et Schneider 

in Gotha. 



Synthetische Beweise der lacommensurabilität zweier gerader 
Linien sind für den Unterricht in der Geometrie immer von Nutzen, 
und es ist nur zu bedauern, dass deren, so viel mir bekannt, nur 
erst zwei vorbanden sind , von denen der eine das Verhältniss der 
Diagonale des Quadrates zu dessen Seite, der andere das Verhält- 
niss des Kreishalbmessers zur Seite des eingeschriebenen Zehen- 
eckes betrifft. Ich hoffe daher, dass der nachfolgende Beweis der 
Incommensurabilität der Seite des gleichseitigen Dreieckes und sei- 
nes Höhenperpendikels den Lehrern der Geometrie nicht uner- 
wünscht sein wird. 

Es sei ABC (Taf. V. Fig. 7.) ein gleichschenkliges Dreieck, 
in welchem der Winkel an der Grundlinie 30° beträgt, so ist be- 
kannt, dass AB als Seite eines gleichseitigen Dreieckes und AC 
als | des zu ihm gehörigen Höhenperpendikels betrachtet werden 

kann, und demgemäss das Verhältniss AB : AC= V* : 1 stattfin- 
det. Man mache nun 
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BB X = BC ziehe B x C x x AC ferner 
C x B % =zB x C x - B % C % ^AB X ferner 
C % B 9 = B % C % - B.C.JlAB, 

U. 8. W. U. 8. W. 

so lässt sich leicht nachweisen, dass 

\AB X = B X C X = CC X = C x B 9 also auch 
{AB 9 = B % C 9 = C t B 9 
lAß t = B 9 C 9 = C 9 B % 

U. 8. W. 

i . * . ' 

ingleichen, dass ferner auch: 

%AC >AB >AC 
AC > AB X >AC X 
\AB X >AB % >AC % 
lAB 9 >Aß 9 >AC 9 



' 4 



U. 8. W. 

sein inuss. Es finden daher nothwendig folgende Gleichungen statt: 

AB = AC -\-AB x oder: AB = AC -f- AB X 
AC = 2C X B 9 + AB % AC = AB X + AB* 
±AB x =z2C t B 9 -i-AB 9 Aß x =z2AB 2 -t-2AB M 
$AB % =%C 9 B<+ AB 4 AB t = 2AB 9 -f- %AB A 

■ * 

U. 8. W., U. 8. W. 

Es folgt hieraus, dass die Messung der Grundlinie AB durch den 
Schenkel AC immerfort einen Rest lässt, wie weit man auch die 
Theilung jedes vorangehenden Restes durch den nächstfolgenden 
fortsetzen mag, d. h. dass Grundlinie und Schenkel incommeosura- 
bei sind. Bildet man aus den vorstehenden Gleichungen auf be- 
kannte Weise einen Kettenbrucb, so findet man 



ac — 1+ i-m — l *VT+% 

• 2-f-2 

2-r- etc. 

wie aus aoderen Gründen bereits bekannt ist. Der geometrische 
Beweis des vorliegenden Verfahrens wird sich ftir Anfänger am 
leichtesten gestalten, wenn man nach den Mittelpunkten D X D % u. s. w. 
der Abschnitte AB X AB % u.s.w. die Geraden C X D X , C % D % u.s.w. 
zieht. Denn dann ergiebt sich augenblicklich, dass die Dreiecke 

t 
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B x C x D xt ß 2 C r Di y. s. w. gteichseitig 
. AC X D X > AC % D % u. s. w. gleichschenklig 

und ausserdem ABC<x>AC x D x coAC 7 D 9 co u. s.w. sein müssen. 



LH. 

Algebraische Lehrsatze, welche zu beweisen 

sind. 

<. «VOD-. ^ * V * 

Herrn Doctar O. Schlömilch 

zu Weimar. 

■ 

Für jedes gerade m ist immer - 
0 = 1 — ^ + 2 » . 4 a 2». 4». 6»' T-...1) 



ferner , "' 



» i . • • 



2^(l-i-f-i- ±—-3) (-D 

«i» I7i»(«i> — 2») — 2») (m> — 4») 

— jT — 1 1* .3* l 2 . 3* . 5» 

l ■ | 4 # f * 

Für ein ungerades m gelten dagegen folgende Gleichungen: 

'-=* | 
, (-1) =1 2T— ot. 4 , f 3) 

— P) (m a - 3*) (m* - 5») ( 
2*.4>.6» -T--.-J 

fflM«' - * *) m»Q»» — 1») (»» — 3») 

1 — T* FT3» ~*~ 1*.J».5» ~ 

* • t * 

Sämmtlrche Reiben werden so weit fortgesetzt, bis sie von selb« 
abbrechen. . i« . 
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Nimmt mao für m einen beliebigen Bruch, so werden die 
Reiben unendlich und ihre Summen hängen dann von transcenden- 
ten Grössen ab; welche sind diese? 

Für jedes beliebige a und ß ist: 

I . ß ,. W±j) , , ßiß-h-i) (ß + n-l) 

gmf ~a+l " r (a + 1) {a-h2)~ f ~""'~ t ~{«-hl) (a-4-2)....(a-f-n) 



5). 



^< i ^+ii: , ::::.^4-»?l 



Ein spezieller Fall dieser Sumroirung ist bekannt. Wenn nämlich 
0<a, so ist — ein ächter Bruch, und ebenso sind 

. . . £-±2 ächte Brüche. Geht man daher zur Gränze für 

wachsende /* über, so wird die linke Seite eine unendliche Reihe 
und auf der rechten nähert sich die Grösse 



als ein Produkt unendlich vieler ächter Brüche der Null. Man 
hat daher 



wie auch der Herr Herausgeber des Archivs in einem Aufsatze in 
Crelle's Journal angegeben hat. 

Bezeichnen wir die Binomialkoeffizienten irgend eines Expo- 
nenten p mit ji* a , fi it fi 2 u. s. w. so ist für jedes a und ßi 



7). 



• * 



» * 



Ist 



eine der Zahlen «, /? ganz und positiv, die andere nicht, so 
führt obige Gleichung die Summe einer unendlichen Reihe auf die 
einer endlichen zurück. 

Ist n eine ganze positive Zahl, a eine beliebige Grösse, so 
bat man 

1.2.3...../? \ 

«-*- 1 .« + 2 a + n I 

1 . c+n-f 1 2 . c + n + 2 3 . a + w + 3 1 

— * a + 2.m-2' a + S.» + l J 

eine Relation zwischen dem Werthe eines endlichen und eines un- 
endlichen Produkts. (Die Punkte vertreten der Kürze wegen die 
Stelle der Parenthesen.) 
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Verschiedene Bemerkungen. 

i 

Von 

Herrn R. Wolf ' 

Lehrer der Mathematik an der Realschule zu Bern. 



I. Trotz dem, dass in neuerer Zeit die harmonischen Eigenschaften 
allgemach Eingang in den geometrischen Unterricht finden, habe 
ich noch in keinem Lehrbuche der Physik den folgenden Satz gefun- 
den: Beim sphärischen Hohlspiegel sind Bild und Gegen- 
stand, in Beziehung auf Mitte und Mittelpunkt des Spie- 
gels als zugeordnete Pun kte, einander harmonisch sa- 
geordnet, — einen Satz, aus dem meine Schüler seit Jahren mit 
der grössten Leichtigkeit sich Rechenschaft über das Spiegelbild 
geben, — weit leichter als aus der überall mitgetheilten Formel, 
aus welcher dieser Satz unmittelbar erhalten wird. 

. II. Praktisch nicht unwichtig ist die Aufgabe: 4 Punkte 
A. /t, C y D (Taf. V. Fig. 8.) liegen in einer Geraden; mau 
hat die Distanz a der Punkte A und B und die Distanz 
b der Punkte C und D gemessen, so wie die scheinbaren 
Distanzen a, ß, y der 4 Punkte in Beziehung auf irgend 
einen Punkt JE. Wie gross ist die wahre Distanz a: der 
Punkte // und C. Sehr leicht ergiebt sich die Lösung auf fol- 
gendem Wege: Nach den ersten Lehren von den projectivischen 
Eigenschaften (siehe meine Lehre von den geradlinigen Gebilden 
u. s. w. Pag. 56. Formel 53) erhält man 



a t x_ sin a § 

b + x' b sin (a /? -f- y) * sin y 



und hieraus 



V ' 2 ' sin a sin y 

Führt man nun zur Abkürzung 

t»„<r«-- 2 1/ sin ß sin (a + ß + y) 
tan »SP = J^ V sin « sin y ah 



ein, so erhält man ganz einfach 
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III. In einem Dreiecke ace (Taf. V. Fig. 9.) werden 
zwei Winkel a and e durch die Linien ad und 6* hal- 
birt; was für ein Dreieck ist es, wenn ad=be wird? 
Diese Frage stellte vor einiger Zeit Herr Professor Steiner in Ber- 
lin an verschiedene Mathematiker mit der Bemerkung, dass sie gar 
nicht so leicht zu beantworten sei, als es zum Anfang scheine, und 
dieselbe kam seither auch mir zu Ohren. Ks ist nun allerdings von 
selbst klar, dass das gleichschenklige Dreieck die durch die Frage 
erwähnte Eigenschaft hat, dagegen nicht ao ganz leicht zu bewei- 
sen , dass kein anderes Dreieck dieselbe Eigenschaft hat Da auch 
ich zuerst mehrere Wege fruchtlos fand , so will ich hier denjeni- 
gen mittheilen, der mich zum Ziele führte. Ich ging von den bei- 
den folgenden Hülfssätzen aus: 

1) Zwei Dreiecksseiten verhalten sich wie die Abschnitte, 
welche eine ihren Winkel faälftende Linie auf der dritten Seite 
bildet. 

2) Das Product zweier Dreiecksseiten ist gleich dem Produkte 
jener Abschnitte, vermehrt um das Quadrat der hälftenden Linie. 

Nach dem ersteren Satze hat 



_ ce . ac _ ac »ee 

cd =z , cb = . 

.■•>■: ac-\-ac" ce-t-ae 

Nach dem »weiten aber, mit Hülfe dieser Werthe, ist 

; ae .ae = ca\ce - cd) + a* = -t- ad> 

, _ ac* . ce . ae . . 

ae , ce = cb(ac - cb) be* = {ce + ae) , -f- be* 

und hieraus folgt, unter Voraussetzung dass ad— he, 

' • ' ' " 

k~Zm)> ~ (~-TU' ] ac ce - 



eine Gleichheit, welche nur für ac = ce oder für ein 
gleichschenkliges Dreieck richtig ist; denn wäre z. B. 
ac>ce, so wäre auch ac -\- ae > ce -+- a c, und um so mehr 



ac ce 



(ce -+- ae) 2 ^ (oc-t- ae)* 

und es würde somit obige Gleichheit die Ungereimtheit -f- = — 
geben. 

IV. Ganz kürzlich habe ich eine von Praktikern angewandte 
Rectiilcation des K reises in Erfahrung gebracht, welche mir gar 
nicht übel scheint: Man halbire die Sehne ab (Taf. V. Fig. 10.) 
des Viertelkreises in c und ziehe cd, so ist cd nahe gleich der 
Länge des Viertel k reises. Für den Halbmesser 1 ist nämlich 
cd= 1,581 statt =1,571. Wenn also der Radius gleich einem 
Fuss, so betragt der Fehler erst eine Linie, und man kann sich 
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sogar leicht die Regel merken, für jeden Fuss eine Linie abzu- 
ziehen. 

V. Aufgabe für Schüler. Es soll eine einfache Con- 
struction angegeben werden, nach der man ein Dreieck erhalten 
kann, das einem gegebenen Dreiecke ähnlich und dem Inhalte nach 
#facbj n mag eine ganze Zahl oder ein Bruch sein. 

VI. Das beste Werk in seiner Art scheint mir folgendes zu 
sein: Geometrische Constructiouen von F. von Ehren- 
berg. Frankfurt a. M 1841 fol. Merkwürdig ist aber die Ein- 
leitung zu jenem Werke zu lesen, und zugleich zu wissen, dass 
jenes Werk eine getreue Copie eines Constructionswerkes ist, wel- 
chen vor vielen Jahren < der bekannte Ingenieur« Oberst H. von Pe- 
stalozzi aus Zürich für seinen Privat«: eh rauch anlegte, und dann 
vor einigen Jahren auf unerklärliche Weise verlor. 

VII. Nichts scheint mir fataler, als wenn schon in den Ele- 
menten einer strengen Wissenschaft dieselbe Sache verschieden be- 
nannt* ja derselbe Name für verschiedene Sachen gebraucht wird. 

Für den Winkel, den zwei Ebenen mit einander bilden, habe 
ich nie einen andern Namen gebraucht als den: Flächenwinkel. 
Ich könnte ihn heissen Ebenen-Winkel, könnte dieser Name 
v nicht so leicht mit ebener Winkel verwechselt werden, leb 
könnte ihn auch allenfalls heissen Winkel an der Kante, nicht 
eben gerne Kante selbst. — t Nun nennen ihn zwar Flächen- 
winkel: Steiner, Thibaut, Pros», Hohl, Külp, Ohm, Grüson, u. s.w. 
Dagegen nennen ihnt Keil, Ümpfeobach; Raumeckenwinkel 
Grelle; Neigungswinkel zweier Ebenen Mollweide, Grunert, 
Blum, Kries, Vega, u. s. yr.; Kante Rose, Hasselt, -Ringel, Mobs, 
u. s. w. sogar Kantenwinkel Naumann. 

Den Winkel zweier Kanten nenire ich den Regeln der deut- 
schen Sprache gemäss Kanten win kel. Ebener Winkel ist mir 
nicht bezeichnend genug dafür, , und rückwärts wieder zu ähnlich 
mit Ebenen -Winkel. Eben so wenig Linienwinkel , und wenn 
dieser Name gebraucht werden soll, so ist es besser ihn zu ge- 
brauchen für den einem Fläcbenwinkei als Maass entsprechendes 
Winkel. — Nun nennen ihn zwar Rantenwinkel Steiner, Pross, 
Külp, u.s.w. Dagegen Ebener Winkel Mollweide, Hohl, Grunert, 
Blum, u. 8. w.; Linien winke] Ohm,- .Teil kämpf, u. s. w. 

Ich bin bereit Ansichten anderer Geometer über diese Namen 
zu berücksichtigen, wenn nur eine Stimme vorherrschend bleibt, 
und diesem Unfug ein Ende macht. . . 
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